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Abstract

After an introduction to the valuation theory of nearfields, we give criteria for when
a valuation of a skewfield F is also a valuation of the Dickson nearfield F* which is
derived from F by the coupling k on F. For the construction of examples, a rational
function field F = K(t) is given. The set W (v) of all prolongations of a valuation v on
K to F' is well known. We determine all strong t- resp. K-couplings of the field F' and
extend this two classes of couplings to the class P of the (K - t)-couplings. Moreover,
sufficient conditions are given which guarantee that elements k € P and w € W (v) are
in this sense compatible so that w is a valuation of the Dickson nearfield F*. Examples

demonstrate the results.

Einleitung

W. Krull verallgemeinerte in [18] anlidfilich des durch Artin und Schreier in [5] rein
algebraisch eingefiihrten Begriffes der allgemeinen reellen Kérper die Bewertungstheorie:
Er ersetzte die reelle Wertegruppe der nicht-archimedischen Bewertungen durch eine an-
geordnete abelsche Gruppe. Mit diesem Begriff der allgemeinen Bewertung (Krullschen
Bewertung) wurde die Theorie auf eine ausschlaggebend grofiere Klasse von Korpern
ausgedehnt.

Ist v eine (Krullsche) Bewertung eines Korpers F' mit der Wertegruppe T, deren
neutrales Element mit 1 bezeichnet sei, so beschreibt die Menge A, := {z € F'|v(z) < 1}
einen Teilring von F' mit der Eigenschaft (x): x € F\ {0} = x € A, oder 27! € A,
— es heifit A, der Bewertungsring von v. Ist andererseits ein Bewertungsring A von F',
d.h. A ist ein Teilring von F' mit der Eigenschaft z € F'\ {0} = z € 4 oder 27! € A,
gegeben, so gibt es eine (Krullsche) Bewertung v von F' mit A, = A.

Dieser Zusammenhang zwischen Bewertungsringen und zu Bewertungen gehdérigen

Ringen sowie die meisten Ergebnisse von Krull bleiben ohne Modifikation fiir Schiefkérper



giiltig, sofern man fiir die Definition eines Bewertungsringes A eines Schiefkorpers F' die
zusiitzliche Forderung 7+ A - 7' = A fiir alle z € F'\ {0} stellt.

Dieser Schillingsche Begriff einer Schiefkérperbewertung wurde durch F. Radé in [23]
verallgemeinert: Er ersetzte die angeordnete abelsche Gruppe durch eine geordnete Men-
ge und forderte anstatt der Multiplikativitit v(x - y) = v(x) - v(y) fiir alle z,y € F einer
Bewertung » von F' das schwiichere Axiom v(z) < v(y) = v(a-xz) < v(a-y) filr jedes
a € F. Ist v eine (Radé-)Bewertung eines Schiefkdrpers F' mit Einselement 1, so ist
Ay, ={xz € F|v(x) <wv(l)} ein totaler Teilring von F', d.h.: Es ist A, ein Teilring von
F' mit der Eigenschaft (). Und umgekehrt existiert zu jedem totalen Teilring A eines
Schiefkorpers F' eine (Radé-)Bewertung » von F' mit A, = A.

Erfiillt ein totaler Teilring A eines Schiefkérpers F' dariiber hinaus die Eigenschaft
z-A-27t = Afiir allez € F\ {0}, so ist jede zu diesem Teilring A existierende Bewer-
tung (man nennt sie invariante Bewertung) von F' im wesentlichen eine Bewertung im
Sinne Schillings: Es 148t sich in der Wertemenge derart eine (wohldefinierte) Multiplika-
tion erkliren, daf§ die Wertemenge dadurch eine Gruppenstruktur erhélt. Der Raddésche
Bewertungsbegriff stimmt in diesem Fall mit dem Schillingschen iiberein, falls sich diese
Gruppe als abelsch erweist.

K. Mathiak entwarf in [19] ausgehend vom Raddschen Bewertungshegriff ein all-
gemeines Konzept einer Bewertungstheorie fiir Schiefkérper und unterschied zwischen

inwvarianten und nicht-invarianten Schiefkérperbewertungen.
Bei den bisher betrachteten bewerteten Fastkdrpern wurden im wesentlichen die
[12], [28], [30]

[31], aber auch [33] — hier werden Bewertungen im Sinne Radds betrachtet).
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Schillingschen Axiome einer Bewertung zugrunde gelegt (vgl. [11], ; ; ;

Wir gehen in der vorliegenden Arbeit vom Raddschen Bewertungsbegriff aus und
entwickeln im ersten Kapitel, K. Mathiak entsprechend, die Grundziige einer Bewer-
tungstheorie fiir Fastkérper. Es gibt eine weitere Verfeinerung der durch K. Mathi-
ak angegeben Aufteilung zwischen invarianten und nicht-invarianten Bewertungen: Die
nicht-invarianten Bewertungen kénnen multiplikativ oder nicht-multiplikativ sein. Wir
fiihren Beispiele vor.

Das eigentliche Ziel dieser Arbeit ist die Konstruktion zahlreicher Beispielsklassen
bewerteter Fastkorper. Kriterien dafiir, wann eine Bewertung eines Schiefkérpers F
auch eine Bewertung eines durch eine Kopplung s auf F' gewonnenen Dicksonschen
Fastkorpers F* ist, werden angegeben: Es ist eine Bewertung v des Schiefkérpers F' mit
dem Bewertungsring A, genau dann eine Bewertung des Fastkérpers F*, wenn jedes
Element § der Dicksongruppe A, von « die Eigenschaft 6(A4,) = A, erfiillt. Erfiillen
die Automorphismen § € A, dariiber hinaus fiir eine invariante Bewertung v von F' die

Eigenschaft v o § = v, so ist v auch eine invariante Bewertung von F*.



Fiir die eigentliche Konstruktion von Beispielen ist dann ein rationaler Funkti-
onenkorper F' = K(t) gegeben. Es ist die Menge F(vo) aller Bewertungsfortsetzun-
gen einer Bewertung vy von K auf F' vollstindig bekannt — es sind dies die Rella-
bzw. Ostrowskifortsetzungen von vy auf F'. Diese Tatsachen werden im 2. Kapitel zur
Verfiigung gestellt.

Eine zufriedenstellende Beschreibung derjenigen Automorphismen ¢ von F', die ¢(A,)
= A, fiir den Bewertungsring A, einer Bewertung v von F erfiillen, gelingt im allgemei-
nen nicht. Durch die zusiitzliche Forderung ¢(K) = K ist hingegen eine Beschreibung
moglich: Im Kapitel 3 bestimmen wir diejenigen Automorphismengruppen von F', deren
Elemente ¢ die Eigenschaften ¢(K) = K und ¢(4,) = 4, bzw. ¢(K) = K und vop = v
erfiillen.

Um dann eine moglichst umfangreiche Klasse von Kopplungen auf F' als Ausgangs-
punkt fiir die Konstruktion zur Verfiigung zu haben, bestimmen wir im Kapitel 6 die
sogenannten starken (K - #)-Kopplungen. Dies sind starke Kopplungen auf F', die sich
als Produkte von starken K- und starken #-Kopplungen gewinnen lassen. Hierbei werden
vorab die Klassen der starken ¢-Kopplungen (Kapitel 4) und starken K-Kopplungen
(Kapitel 5) beschrieben.

Im Kapitel 7 geben wir dann notwendige und hinreichende Bedingungen dafiir an,
wann eine Bewertung v von F' auch eine Bewertung des durch eine K- bzw. t-Kopplung «
gewonnenen Fastkorpers F'* ist. Schlieflich werden fiir die Konstruktion von Beispielen
hinreichende Bedingungen angegeben und bewertete Fastkorper mit Hilfe von (K - t)-

Kopplungen auf F' gebildet.

An dieser Stelle gehort es sich, dem Doktorvater fiir seine Unterstiitzung zu dan-
ken. Herr Prof. Dr. Heinz Wihling gewéhrte mir diese Unterstiitzung in jeder Phase
der Entstehung dieser Arbeit in einem auflerordentlichen Umfang — und das auch sehr
freundschaftlich. Den Dank wiirde ich gerne in seinem Heimatdialekt abfassen; weil es

aber bei mir mit dem Plattdeutschen nicht so arg weit her ist: Vergelt’s Gott!



Kapitel 1

Grundlagen der Theorie der

bewerteten Fastkorper

In diesem Kapitel entwerfen wir die Grundlagen einer Bewertungstheorie fiir Fastkorper.
Dabei legen wir den Bewertungsbegriff von F. Radé [23] zugrunde: Anstelle einer linear
angeordneten abelschen Gruppe mit kleinstem Element 0, wie sie im Krullschen Sinne
einer Kérperbewertung vorgegeben ist, legen wir eine linear geordnete Menge ' mit
einem kleinstem Element 0 zugrunde und nennen eine Abbildung v von F' in T eine
Bewertung des Fastkorpers F', wenn (B1), (B2), (B3) ! erfiillt sind.

Als Pedant des Bewertungsringes (wie etwa bei Krull) erhalten wir einen Bewer-
tungsfastring A, der Bewertung v in F'. Durch zusétzliche Forderungen an den Bewer-
tungsfastring A, 148t sich in der Menge T, := »(F'\ {0}) eine Multiplikation - erkliren:
Es ist (T, -, <) genau dann eine linksangeordnete Gruppe, wenn die Einheitengruppe
von A, ein Normalteiler in F'\ {0} ist (1.7) — die Bewertung v nennen wir in diesem
Fall multiplikativ. Und es ist ([, -, <) genau dann eine angeordnete Gruppe, wenn A,
invariant in F' ist (1.8) —es heifit die Bewertung v in diesem Fall invariant. Dieser Begriff
der invarianten Bewertung stimmt mit dem Begriff der Fastkérperbewertung im Sinne
von H. Wefelscheid [30] iiberein.

Einen Aufschlufl dariiber, wie man mit Hilfe von Kopplungen aus bewerteten Schief-
korpern bewertete Fastkorper gewinnen kann, gibt der Abschnitt 1.1.3.

Und im Abschnitt 1.2 werden schliellich Beispiele fiir bewertete, multiplikativ be-

wertete und invariant bewertete Fastkorper angegeben.

1Vgl. Abschnitt 1.1.1.



1.1 Definitionen und Eigenschaften

1.1.1 Fastkorper und Bewertungen

Fastkorper

Eine Menge F' zusammen mit zwei binfiren Operationen + und - heifit Fastkérper,
wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(F1) (F.,+) ist eine Gruppe (mit neutralem Element 0).

(F2) (F\ {0},-) ist eine Gruppe (mit neutralem Element 1).
(F3) z-(y+2)=z-y+x-zfiir alle z,y,2 € F.
(F4)

F4) 0-z=0fiir allez € F.

Vereinbarungen:

e Es bezeichnet F':= (F,+,-) stets einen Fastkorper.

e Wir schreiben oft xy statt z -y fiir x,y € F', wie auch ) statt ¢ o) fiir Abbildungen
@ und .

e Wir setzen A* := A\ {0} fiir jede additiv geschriebene Gruppe A.

e Korper sind kommutativ; einen Fastkorper, der kein Schiefktrper ist, nennen wir
eigentlich.

Folgende Eigenschaften sind in [29] bewiesen:
(1.1) Fir alle z,y € F gilt:

(a) x-0=0
(b)z-(—y)=(-5)-y=—(z-y)

(c) (F,+) ist kommutativ.

Der erste eigentliche Fastkérper wurde von L.E.Dickson konstruiert. Seine Methode,
eine Abdnderung der Multiplikation in Kérpern mit Hilfe von Korperautomorphismen,

wurde von H. Karzel axiomatisiert und wird hier als Dickson-Proze3 bezeichnet.

Eine Abbildung

F* — Aut(F)
K
T = Ry

heifit Kopplung auf F', wenn kg, (y) = kg © Ky fiir alle 2,y € F* erfiillt ist.

Ist zusdtzlich kpy = K, 0 Ky fiir alle 2,y € F* erfiillt — d.h. & ist zudem ein Homo-

morphismus von (F*,-) in Aut(F') —, so nennen wir x eine starke Kopplung.
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Mit R(F') bezeichnen wir die Menge aller Kopplungen auf F' und mit &,(F') die der
starken Kopplungen.

Nach H. Karzel [16] gilt:

(1.2) Es sei k eine Kopplung auf F.

{ 0, falls £ =0
Toy =

Fihrt man durch

vk (y), falls x#0

eine weitere Verknipfung ein, so ist auch (F,+,0) ein Fastkorper.

Es folgen Bezeichnungen und einfache Tatsachen:

Es sei & eine Kopplung auf F', und (F, +, o) sei der gemif} (1.2) gebildete Fastkorper.
(a) Der Fastkorper F* := (F,+,0) heifit die k-Ableitung von F, und (F, F¥) be-
zeichnet man als gekoppeltes Fastkorperpaar. Ist F' ein Schietkorper, so wird F*

Dicksonscher Fastkérper und (F, F*) Dicksonsches Fastkérperpaar genannt.

(b) Die n-te Potenz (n € Z) von z € F* bzgl. - wird mit 2" bezeichnet und bzgl. o

mit x™.
(c) Bei der trivialen Kopplung ¢ :  — Idp stimmen - und o iiberein.
(d) Es ist & ein Homomorphismus von (F*,0) in Aut(F).
(e) Die Gruppe A, := {k; |z € F*} bezeichnen wir als die Dicksongruppe von k.
(f)yEsist Po:={a€ F|Vx € F: zoa=xa} ={a € F|V6 € A;: 6(a) = a} ein
Teilfastkorper von F', der Fixfastk6rper von A,.

(g) Es ist k : F* — Aut(F') genau dann eine starke Kopplung auf F', wenn k,, =

Kg O Ky UNd Ky, () = £y fiir alle z,y € F™* gilt.

(h) Es sei k eine Kopplung auf F. Es ist x ist genau dann eine starke Kopplung,
Wenn Ky = ke fiir alle z € F* und § € A, gilt.

Bewertungen

Wir behandeln Bewertungen im Sinne von F.Radé [23], wie sie fiir Schiefkdrper von
K. Mathiak [19] ausfiihrlich diskutiert worden sind.

Es sei (T, <) eine linear geordnete Menge mit kleinstem Element 0. Eine Abbildung
v: F — T,z — v(z) heiit Bewertung von F, und (F,») heifit dann bewerteter
Fastkorper, wenn die folgenden Eigenschaften erfiillt sind:

(Bl) v(z)=0& =0
(B2) v(z+y) < max{v(z),v(y)} fiir alle z,y € '



(B3) v(z) <wv(y) = vlax) <vlay) fiir jedes a € F.

In Beispielen benutzen wir gelegentlich die duale Ordnung in I':
Statt eines kleinsten Elementes 0 ist dann ein grofites Element oc gegeben. (B1)
(B2) und (B3) lauten dann:

3

(B1’) v(z)=0c & 2=0
(B2) v(z +y) > min{v(z),v(y)} fiir alle 2,y € F
(B3) v(z) <wv(y) = v(ax) <wv(ay) fiir jedes a € F.

Folgende Eigenschaften werden fortlaufend ohne Erwdhnung benutzt:

(1.3) Fiir jede Bewertung v von F und z,y € F sowie a € F* gilt:

() v(=x) =v(z)
(b) v(z) #v(y) = vz +y) = max{v(z),v(y)}
(c) v(z) <v(y) < viax) <v(ay)
Die Aussagen (a) bzw. (b) werden wértlich wie die Bemerkungen e) und f) in [23], S.

313 bewiesen, und (c¢) gewinnt man mit (B3).

Ein Teilfastring A von F' wird ein Bewertungsfastring von F' genannt, wenn F™ =
A*U (A*)~! gilt. Offenbar ist dann jeder A umfassende Teilfastring von F' ebenfalls ein
Bewertungsfastring.

Es sei A ein Bewertungsfastring von F'. Jede A-U C U bzw. U - A C U erfiillende
Untergruppe U von (F,+) heifit ein A-Rechtsmodul bzw. A-Linksmodul von F'. Im
Fall U C A sprechen wir von einem Ideal 2 von A, wenn U A-Rechts- und A-Linksmodul

ist.

(1.4) Fir jeden Bewertungsfastring A von F gilt:

(a) My :={z € F|z" & A} U {0} ist ein Ideal von A, das jedes echte Ideal von A
umfaft, und in A das Komplement der Finheitengruppe U4 von A.

(b) Die Menge aller A-Linksmoduln und die aller A-Rechtsmoduln von F sowie die
Menge B(A) aller A umfassenden Teilfastringe von F sind bzgl. der Inklusion C linear
geordnet.

(c) Es ist Ty := {x-Alx € F} eine durch <:=C linear geordnete Menge mit

kleinstem Element © :=0-A. Undv =v,:2x — x - A ist eine Bewertung von F.

2Genau dann gilt — wie iiblicherweise gefordert — statt UA C U sogar (z+u)y—xzy € U fiir alleu € U
und z,y € A, wenn die additive Gruppe A/U durch die (wohldefinierte) Vorschrift (z+U)-(y+U) :=
zy + U 7u einem Fastring wird.



Die Aussage (a) beweist man wie Proposition 1.5. in [19], und der Beweis von (b)

erfolgt wortlich wie der von Theorem 1.2 in [19]. Zu (¢) vgl. man schlieflich den Beweis
von Theorem 2.3.2.) in [19].

Wir nennen M, das maximale Ideal, die additive Faktorgruppe Fy := A/M, die
Restklassengruppe von A und bezeichnen den Epimorphismus  — x+ M, von (A, +)
auf (F4,+) mit 74.

Wir bezeichnen v, fiir jeden Bewertungsfastring A von F' als die von A induzierte

Bewertung von F.
Bemerkung. Genau dann wird durch
(x+Ma)-(y+ My) :=xy + Ms

eine (wohldefinierte) Multiplikation - in F4 gegeben, wenn (z + a)y — zy € M4 fiir alle
r,y € A,a € My gilt.
Es sind Fy = (F4,+,) dann ein Fastkorper (der Restklassenfastkérper von A)

und 74 ein Fastringepimorphismus.

Bedeutsam ist folgende Umkehrung von (1.4); man vgl. den Beweis zu Theorem
2.3.1.) in [19].
(1.5) Fir jede Bewertung v von F ist A, := {x € F|v(z) < v(1)} ein Bewer-

tungsfastring mit mazimalen Ideal M, = {zx € F|v(z) < v(1)} und Einheitengruppe
Uy,=A{z € Fl|v(z)=v(1)}.

Fiir jede Bewertung » von F nennen wir A, den (Bewertungs-)Fastring, M, das
(maximale Bewertungs-) Ideal, U, die Einheitengruppe, F, := A,/M, die Restklas-
sengruppe und [, := v(F*) die Wertemenge von v. Ferner wird m, : x — = + M,
gesetzt. Im Fall A, = F' nennen wir v trivial.

Zwei Bewertungen v,v" von F heiflen Aquivalent (in Zeichen v ~ '), wenn ih-
re Fastringe {ibereinstimmen. Bewertete Fastkérper (F,v) und (F’,v") nennen wir be-

wertungsisomorph (oder kiirzer isomorph), wenn es einen Fastkérperisomorphismus

3

¢ F— F' gibt, so dal v ~ v oy gilt — in dieser Situation schreiben wir (F,v) 2 (F',v").

Wir halten drei einfache Tatsachen iiber Bewertungen v von F fest:
(1) Es gilt: v ist trivial & M, = {0} < v(z) =v(1) fiir alle x € F*.

(2) v(z) — x - A, ist eine isotone Bijektion von (T, <) auf (T4,, C) (vgl. (1.4.c)).
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(3) Wenn v und o' dquivalent sind, ist »(z) — o'(z) eine (wohldefinierte) isotone
Bijektion von (T, <) auf (T, <').

Einfach zu zeigen ist:

(1.6) Lemma. Wenn v eine nichttriviale Bewertung von F' ist, hat T, weder ein

grofites noch ein kleinstes Element.
Beweis. Angenommen T, besitzt ein kleinstes Element v(a). Fiir jedes z € F* folgt
v(a) < v(az™') und damit v(z) = v(za " - a) < v(za ' -az"') = v(1). Somit wiire v

trivial. Analog schliefit man, wenn T',, ein grofites Element hitte. O

1.1.2 Multiplikative und invariante Bewertungen

Schon bei bewerteten Schiefkérpern (F,v) LBt sich T, i.a. nicht so zu einer angeordneten

Gruppe machen, daf§ v multiplikativ ist (vgl. [19]).

Die nichsten Aussagen behandeln dieses Problem.

(1.7) Fiir eine Bewertung v von F' sind die folgenden Bedingungen dquivalent:

(1) U, ist ein Normalteiler von F*.

(2) v(z)=v(y) = v(za) =v(ya) fir jedes a € F*.

(3) Durch v(z)-v(y) == v(xy) wird in T, eine (wohldefinierte) Verknipfung - gege-
ben, so daf (Ty, -, <) eine linksangeordnete Gruppe * ist.
Beweis. (1) = (2): Aus v(x) = v(y) # 0 folgt y~'z € U, und damit — nach Vorausset-
zung — (ya) " tza € U,, d.h. v(za) = v(ya), fiir jedes a € F*.

(2) = (3): Aufgrund der Voraussetzung und (B3) ist - wohldefiniert. Es ist (T, -) als
epimorphes Bild von (F™, -) eine Gruppe; und (B3) hat das linksseitige Monotoniegesetz

zur Folge.

(3) = (1): Fiir z € U, und a € F* folgt mit (3):
v(ava ) = v(a) -v(z) -v(a ') = v(a) -v(1) -v(a ) = v(1),
so daB aza~! € U,. O

Wir nennen die Bewertung v von F' multiplikativ, wenn die Bedingungen aus (1.7)
erfiillt sind. Und (T, -, <) heifle dann die Wertegruppe von v. Die Multiplikation werde
durch 0-a:=0=: -0 fiir jedes a € T, U {0} auf T, U {0} fortgesetzt.

3D.h. es sind (T, -) eine Gruppe, < eine lineare Ordnung anf T',,, und aus o < B folgt v-a < v- 8
fiir jedes v € T,
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(1.8) Fiir eine Bewertung v von F' sind die folgenden Bedingungen dquivalent:

(1) A, ist invariant in F' (d.h. zA, = Ayx fir jedesx € F).

(2) M, ist invariant in F.

(3) v(x) <wvly) = v(za) < v(ya) fir jedes a € F*.

(4) Durch v(z) - v(y) = v(zy) wird in T, eine (wohldefinierte) Verknipfung -
gegeben, so daff (T, -, <) eine angeordnete Gruppe ist.

Beweis. (1) = (2): BEs ist M, = A, \ U,.

(2) = (3): Mit M, ist wegen F*\ A, = (M?)~" auch A, invariant in F. Aus v(z) <
v(y), d.h. y~'z € A,, folgt daher fiir jedes a € F* : (ya)~'(xza) = a 'y~'za € Ay, so
daB v(za) < v(ya).

(3) = (4): Mit (3) ist die Bedingung (2) aus (1.7) giiltig, so dafi - wohldefiniert
und (Ty,-, <) eine linksangeordnete Gruppe ist. Und (3) impliziert das rechtsseitige
Monotoniegesetz.

(4) = (1): Fiir zz € F* und a € A} gilt v(a) < »(1) und daher — nach Voraussetzung
~v(ax) < v(x). Das zeigt mit (B3): 2~ 'ax € A,. O

Wir nennen eine Bewertung v von F' mit den Eigenschaften aus (1.8) invariant.

Jede invariante Bewertung ist multiplikativ.

1.1.3 Gekoppelte Fastkorperpaare und Bewertungen

Wir diskutieren die Frage, wie man mit Hilfe von Kopplungen aus bewerteten Schief-

kérpern bewertete Fastkérper gewinnen kann.

(1.9) Es sei k eine Kopplung auf dem Fastkorper F' mit der Dicksongruppe A,.
(a) Fiir jede Bewertung v von F' sind gleichwertig:

(1) v ist eine Bewertung von F*.
(2) A, ist k-invariant  (d.h. §(4,) = A, fir alle § € A,).
(8) M, ist k-invariant.

(b) Fiir jede multiplikative Bewertung v von F' sind gleichwertig:
(1) v ist eine multiplikative Bewertung von F*.

(2) A, ist k-invariant, und vk, = v fir alle v € U,.

(¢c) Fiir jede Bewertung v von F' sind gleichwertig:
(1) v ist eine invariante Bewertung von F*.

(2) A, ist k-invariant, und v(ak,.(x)) < wv(z) fir alle a € A, und x € F*.

12



Wenn v eine invariante Bewertung von F ist und vd = v fiir alle 6 € A, gilt, dann

ist v eine invariante Bewertung von F.

Beweis. Wir beachten im folgenden, dal mit A, wegen (1.4) auch M, und U, s-invariant
sind. Es sei F* = (F,+,0). Die Inversen von z € F* bzgl. - bzw. o werden ™! bzw. z=L
geschrieben.

(a) (1) = (2): Wegen (B3) ist v(z 0o a) < v(x) fiir alle a € A, und = € F* erfiillt,
also auch v(k(a)) < v(1); analog folgt v(k;(a)) = v(k,-1(a)) < v(1).

(2) < (3): Das ist klar.

(2) = (1): Es ist nur (B3) fiir die Verkniipfung o nachzuweisen. Aus v(z) < v(y)
fir z,y € F (0. B. sei y # 0) folgt y 'z € A,, wegen der Voraussetzung gilt also
ko(y~'z) € A, fiir jedes @ € F*. Und wegen (B3) fiir die Verkniipfung - gilt somit

v(aky(z)) < vlaky(y)), dh. v(iaoz) <wv(aovy).

(
(b) Nach (1.7) ist U, Normalteiler von (F*,-). Und (1) bedeutet wegen (a) und (1.7):
A, ist k-invariant, und U, ist Normalteiler von (F**,0). Fiir z € F* und u € U, gilt aber:

r=ouox €U, & uky(z) €xol, =1 -U, & k() €x-U,.
Die Gleichung z o U, = x - U, folgt dabei aus (a) (wenn (1) vorausgesetzt ist) oder aus

der k-Invarianz von A, (wenn (2) vorausgesetzt ist).

(c) Wegen (a) und (1.8) gilt (1) genau dann, wenn A, s-invariant und invariant in
F* ist.

Fiir a,z € F* ist nun v(a - k,(z)) < v(z) mit 27" - a - 5, (x) € A, gleichwertig; und
dies besagt wegen der s-Invarianz von A,: x=Loaoz =k Yz ! -a-ke(z)) € A,.

Wenn v eine invariante Bewertung von F ist, so folgt offenbar (2) aus der Bedingung
vd = fiir alle § € A,. O

1.2 Beispiele

Eine nicht-invariante Bewertung v eines Schiefkérpers K ist wegen (1.7) und (1.8) auch
nicht-multiplikativ: Aus der Invarianz von U, folgt ndmlich die von M, denn man erhélt
fiir jedes m € M, und fiir alle € F™:

l+melU, = 1+amz ! =z(1 +m)x’] cU, = zmz ' € M,.
Die von F. Radé in [23] und K. Mathiak in [19] angegebenen Beispiele nicht-invariant

bewerteter Schiefkorper liefern also Beispiele nicht-multiplikativ bewerteter Fastkorper.
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Das folgende Beispiel zeigt, dafi dieser Schlufy bei Fastkérpern nicht mehr moglich
ist:

Im folgenden seien T' := (T',+,<) # {0} eine angeordnete abelsche Gruppe mit
neutralem Element 0 und E ein Korper. Es bezeichne F' := E((T')) den Korper der
ser X Ty st
dabei eine Abbildung = : I' = F, v — z, mit wohlgeordnetem Trager Tr(z) := {y €
T'|z, # 0}.

Esistdann v : FF — T'U{oc}, £ — minTr(z) fiir # # 0 und 0 — oc eine invariante

formalen Potenzreihen auf T' {iber F. Eine formale Potenzreihe z = >

Bewertung von F' mit dem Bewertungsring A, = {x € F'|v(z) > 0}. Wir nennen v die
Ordnungsbewertung des Potenzreihenkérpers F'.
Fiir die Konstruktion benétigen wir Kopplungen auf (I', +, <). Dabei verstehen wir

unter einer Kopplung auf (T, +, <) eine Abbildung

)T = Aut(T, +,5)
e = g

derart, dafl ¢, 0 g = Gaye. (s fiir alle o, § € T erfiillt ist.

Es bildet T mit der durch a @ 3 := a+ ¢, () erklirten Verkniipfung & eine Gruppe
(T, &) (vgl. [16]) — wir bezeichnen sie mit T'¥ und nennen sie die ¢- Ableitung von I'. Aus
a < Gfolgt y®a < yd g fiir alle vy € T'; also ist (', &, <) linksangeordnet, jedoch nicht
notwendig angeordnet. Wir nennen die Kopplung ¢ auf (', +, <) eine o-Kopplung,
wenn ['¥ mit der Anordnung von I eine angeordnete Gruppe ist.

Mit [13] gilt:

(1.10) Es sei ¢ : o — ¢, eine Kopplung auf (T, +, <) und F = E((T)) ein mit der

Ordnungsbewertung v bewerteter Potenzreihenkorper. Bezeichnet k, den Automorphis-

ZX’YCC’Y N ZX%(I)(’Y):C’Y

yer yell

mus

von F und wird x oy := x - k(y) fir x,y € F,o # 0 und x oy := 0 fiir r = 0 gesetzt,
so qilt:

(a) Fir jedes x € F* gilt ky(Ay) = Ay.

(b) Kk :x — K, ist eine Kopplung auf F.

(c) v(zxoy) =v(z)Bv(y) fir alle x,y € F*.

(d) v ist eine multiplikative Bewertung von F*.

(e) v ist genau dann eine invariante Bewertung von F*, wenn ¢ eine o-Kopplung
15¢.

Beweis. (a) Es seien a € A, und z € F*. Aus v(a) > 0 folgt wegen der Isotonie von
Po(z)> daB v(kz(a)) = Gu@)(v(a)) > 0.
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(b) Vgl. Satz 1 in [13].
(c) Es seien z,y € F*. Wir erhalten

v(zoy) = v(zke(y)) = v(2) + v(ka(y) = v(2) + Po@) (0(y)) = v(z) B v(Y).

(d) Wegen (a) folgt aus (1.9.a), daf v eine Bewertung von F* ist. Diese ist wegen
(¢) und (1.7) multiplikativ.

(e) Die Behauptung folgt mit (1.8) und (c). ]

Kopplungen bzw. o-Kopplung auf (T', +, <) erhilt man nach [13] auf folgende Weise:

(1.11) Es seien (Ty,+, <), (Ta, +, <) angeordnete Gruppen und T := Ty X, Ty ihr
lexikographisches Produkt. Weiter seien A : 'y — Aut(Dy, +,<), a = A, bzw. o : Ty —
Aut(Ty, +, <), o — 0, Homomorphismen.

Dann, ist die Abbildung

r —  Aut(T, +, <)

w: ( ) o r — T
Qq, Qg W(al,o&) :
(v:72) = (71 Aas (72))

eine o-Kopplung auf T bzw.

T —  Aut(T, +. <)

(L ( ) o r — T
a1, G2 Yiar,a0) *
@) (1 7) = (e (1) 72)

eine Kopplung auf T.

Es seien T := (R, +, <) %o (R7?, -, <) und o : R”% — Aut(R, +, <), a — g, mit
0o @ 7 — @ - 7y. Es bezeichne ¢ die gemif (1.11) gebildete Kopplung auf T und & die
nach (1.10) zu 1 konstruierte Kopplung auf F' = E((T')).

Nach (1.10.d) ist (F,v) ein multiplikativ bewerteter Fastkorper.

Die Bewertung v ist nicht invariant, da etwa v(ake(z)) < v(z) fiir a := X2 und
x = X5 gilt — man beachte, daf§ v die Eigenschaften (B1°), (B2’) und (B3’) erfiillt

und daher die Bedingung (2) in (1.9.¢c) v(akq(x)) > v(z) fiir alle ¢ € A, und z € F*
lautet.

Im Kapitel 7 werden bewertete eigentliche Fastkérper konstruiert, die nicht-multi-

plikativ bewertet sind.
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Kapitel 2
Die Bewertungen von K (t)

In diesem Kapitel sei ein kommutativer Kérper K mit einer Bewertung v vorgegeben.
Weiter seien ein algebraischer Abschluff K von K sowie eine transzendente Erweiterung
M = K(t) von K gegeben; und es sei F':= K (t).

Wegen (1.8) kénnen wir voraussetzen, dafi simtliche Bewertungen der Korper K, F, M
invariant sind, insbesondere sind alle auftretenden Wertemengen angeordnete Gruppen,

deren neutrale Elemente wir mit 1 bezeichnen.

Die Fortsetzungen w von v auf F' hat schon A. Ostrowski [20] beschrieben. ! Sind
w eine Fortsetzung von w auf M und 7 die Restriktion von w auf K, so liegt eine der
folgenden beiden Situationen vor:
(A) Es ist w eine Rellafortsetzung v,, > von ¥, wobei a ein Element von K und pu

ein Element einer die Wertegruppe von 7 umfassenden angeordneten, abelschen Gruppe

sind.

(B) Es wird w von einer Ostrowskifolge aus K, die keinen Pseudolimes in K besitzt,

induziert. In diesem Fall ist 7 eine unmittelbare Fortsetzung von . 3

Bezeichnungen

Es sei T eine Fortsetzung von v auf K. Eine 7-Ostrowskifolge * a = (a;)ier ist eine
Abbildung 7 — a; von einer wohlgeordneten Menge (I, <) ohne grifites Element in den

Korper K mit der Eigenschaft:

’L]k EI,?:<,7. <k = ﬁ(ak—aj) <5(aj—a7;).

'Die Ergebnisse wurden in [20] zwar nur fiir reelle Bewertungen formuliert, sind aber — mit ihren

Beweisen — fiir beliebige (Krullsche) Bewertungen giiltig,.
2Fiir die Definition von T,,, siehe (2.1).
3Dh. Ty =Ty und My = Ky
4Wir ziehen diesen Namen — einem Vorschlag Warners [32] folgend — der fiblichen Bezeichnung

pseudokonvergente Folge vor.
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Die MaBfolge p(a) := (ui)ier := (W(a;41 — ai))ier von a ist dann streng antiton; und es
gilt 5(a; — a;) = p;, sobald 7 < j. Ist W eine Fortsetzung von » auf M, so nennt man

x € M einen Pseudolimes von a (bzgl. W), wenn w(z — a;) = p; fiir alle i € I.

2.1 Die Fortsetzungstypen

Wir stellen hier einige bekannte Tatsachen iiber Rellafortsetzungen und von Ostrowski-
folgen induzierte Fortsetzungen zusammen. Dabei sei eine Fortsetzung v von v auf K

vorgegeben.

2.1.1 Rellafortsetzungen

Wohlbekannt (vgl. etwa [3], [20], [24]) ist der folgende Fortsetzungssatz: °

3 3

(2.1) Lemma Es seien A eine angeordnete abelsche Gruppe, die Iy (als angeordnete

Gruppe) enthilt, sowie a ein Element von K und u ein solches von A. Dann ist

6(1,[1. . ; a; (t - a’)i — 76?01&)(71}{6(0’1) . H‘Z}

eine Bewertung von K|t], die v fortsetzt.

Man nennt die — ebenfalls mit v, , bezeichnete — Fortsetzung von v,, auf M eine

Rellafortsetzung von .

Bekannt sind auch die néchsten Kennzeichnungen (vgl. etwa [3], [17], [20]):

(2.2) Fs seiw eine Fortsetzung von ¥ auf M und w := w|g. Dann sind die folgenden
vier Bedingungen dquivalent:

(1) w ist eine Rellafortsetzung von 7.

(2) Ag == {w(t — 2) |z € K} besitzt ein kleinstes Element.

(8) W ist keine unmittelbare Fortsetzung von 0.

(4) Ty /Ty ist keine Torsionsgruppe, oder F, /K, ist transzendent.
Unter diesen Bedingungen gilt genau dann W = Uy, wenn u = W(t — a) das kleinste
FElement von Ay ist. Und die in (4) formulierten beiden Eigenschaften treffen niemals

gleichzeitig zu.

Wir nennen — Ostrowski [20], S.384 folgend — w eine Fortsetzung 2. bzw. 3. Art

von v, wenn F,, /K, transzendent bzw. T",,/T", keine Torsionsgruppe ist.

5Die algebraische Abgeschlossenheit von K wird hier nicht benotigt.
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Wegen (2.2) gilt Ty = 'y (falls w eine Fortsetzung 2. Art von v ist) oder Ty = T'gx ()
mit u & Ty (im Falle, dafl w eine Fortsetzung 3. Art von v ist).

Eine Ubersicht iiber diese Gruppen gewinnt man mit den Schnitten von [';. Das
sind die Teilmengen X von [z mit der Eigenschaft: § € ¥, § > v € I’y = v € X. Fiir
jedes & € Ty x (1) sei $(8) der Schnitt {y € Ty|v < 6}.

Es sei y & [’y ein — festgehaltenes — Element einer abelschen Obergruppe von [y,
und A =Ty - (u) (=T x ().

Dann zeigt eine elementare Betrachtung:

(2.3) Lemma. Zu jedem Schnitt ¥ von Ty gibt es genau eine Anordnung <s; von
A, die die Anordnung < von Uy fortsetzt und S(p) = {v € Ty |y <x u} = X erfiillt.

Wir bezeichnen die gemif (2.1) zu (A, <s:) und a € K gehdrende Rellafortsetzung

Ty, Mit Ty 5.

2.1.2 Von Ostrowskifolgen induzierte Fortsetzungen

Die néchste Aussage beschreibt eine weitere Art von Fortsetzungen — vgl. [14], [15].

(2.4) Es sei a = (a;)ier eine v-Ostrowskifolge, die keinen Pseudolimes in K besitzt,
mit der Maffolge u(a) = (u;)ies. Dann gilt:
Fs ist a von transzendentem Typ: Zu jedem f € M ezistiert ein Element i(f) € I derart,
daf8 0(f(a;)) =0(f(aip)) fir alle i > i(f) aus I. Und

ot f = 0(f(aip))
ist eine unmittelbare (Bewertungs-)Fortsetzung von o auf M.

Wir nennen ¥, bzw. Ty|p die von a in M bzw. F' induzierte Fortsetzung von 7
bzw. v. Aulerdem bezeichnen wir eine U-Ostrowskifolge ohne Pseudolimes in K wegen

(2.4) kiirzer als transzendente v-Ostrowskifolge.
Wir halten fiir spétere Zwecke fest — vgl. [15], S. 465:

(I) In (M, w,) ist t ein Pseudolimes von a.
(IT) Es ist p(a) koinitial mit Ag,.

Wenn w eine unmittelbare Fortsetzung von 7 auf M ist, so gibt es nach (2.2) eine mit
Az koinitiale, streng antitone Folge (););cr aus Az mit einer wohlgeordneten Indexmenge
I ohne groBtes Element. Wihlt man zu jedem ¢ € I ein Element q; € K mit der
Eigenschaft w(t — a;) = A;, so erhilt man eine transzendente v-Ostrowskifolge (a;)icr,
die w induziert — man vgl. etwa [22], Kap. 11, §4, Lemma 14. Mit Riicksicht auf (2.2)

und Theorem 2 in [14] gilt daher:
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(2.5) Fliir eine Fortsetzung w von U auf M und die Restriktion w = w|p sind die

folgenden Aussagen dquivalent:

(1) FEs wird W von einer transzendenten v-Ostrowskifolge induziert.
(2) Az hat kein kleinstes Element.
(8) W ist eine unmittelbare Fortsetzung von T.

(4) Es sind T, /T, eine Torsionsgruppe und F,, /K, algebraisch.

Wenn die Bedingungen aus (2.5) erfiillt sind, nennen wir w eine Fortsetzung 1.

Art von v.

Wir nennen zwei transzendente v-Ostrowskifolgen a = (a;)ier und b = (b;);es mit
den Mafifolgen p(a) = (p:)ier und w(b) = (v;)jes dquivalent (bzgl. ) und schreiben
a ~ b, wenn zu jedem k € J Elemente i € I und j, € J derart existieren, daf
t(a; — bj) < vy, sobald iy <i€ T und j, <je€ J.

Wir bezeichnen a und b als K-aquivalent (bzgl. ¥) und schreiben a X b, wenn es
einen K-Automorphismus ¢y von K mit By = v gibt, so daBl o(a) := (wo(a;))iecr und

b dquivalent sind.
Weiterhin bendtigen wir die folgenden zwei Aussagen, sie werden in [15] bewiesen:

(2.6) Zwei transzendente T-Ostrowskifolgen a und b induzieren genau dann dieselbe

Bewertung in F', wenn a und b K-dquivalent sind.

(2.7) Es seia = (a;);cr eine transzendente U-Ostrowskifolge mit der Maffolge (1;)icr-
Ferner sei ein primitives Element q(t) = c-(t—b) (bzw. ¢(t) = a+ ﬁ) der Erweiterung
F/K gegeben, und r := min{i € I |v(a; — b) # u;} sowie I, :=1 (bzw. I,:={ieT|i>
r}).

Dann ist auch g(a) = (g(a;))ic1, eine transzendente U-Ostrowskifolge.
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Kapitel 3

w-Aut(F') und Ay-Aut(F)

Voraussetzungen in diesem Kapitel:

Es sei ein bewerteter Korper (K, v) und eine einfach-transzendente Erweiterung F' =
K(t) vorgegeben, und w sei eine Bewertungsfortsetzung von v auf F. Es sei weiter
M := K (t) fiir einen algebraischen Abschlul K von K, und @ sei eine Fortsetzung von
w auf M sowie U := W|w. Mit Ag, Ay, Az und A, seien die Bewertungsringe und mit

'z, [y, [z und T, die Wertegruppen der Bewertungen w, w, v und v bezeichnet.

Ist k eine Kopplung auf F', so ist w genan dann eine Bewertung des Dicksonschen
Fastkorpers F*, wenn jedes Element § € A, die Eigenschaft 6(A,) = A, erfiillt — vgl.
(1.9.a). Wir bestimmen in diesem Kapitel die Gruppe der Automorphismen ¢ von F,
welche die Eigenschaften ¢(K) = K und ¢(A,) = A, erfiillen — vgl. (3.16).

Gilt fiir die Automorphismen ¢ € A, sogar wy = w, so ist (F*, w) ein invariant
bewerteter Fastkorper — vgl. (1.9.¢). Eine Beschreibung der Automorphismen ¢ von F'
mit den Eigenschaften ¢(K) = K und wyg = w wird in (3.13) angegeben.

Fiir die Konstruktion von Beispielen in Kapitel 7 sind Sonderfille dieser allgemeinen
Beschreibungen von besonderem Interesse. Es sind dies zum einen die Automorphismen
¢ von F' mit ¢|x =Idg und ¢(A4,) = Ay, (3.18) bzw. wyg = w (3.14), zum anderen
die Automorphismen ¢ von F' mit ¢(K) = K, ¢(t) =t und ¢(A,) = A, (3.19) bzw.
wg = w (3.15).

Die allgemeine Beschreibung der angegebenen Automorphismengruppen gelingt mit
Hilfe eines algebraischen Abschlusses K von K: Wir bestimmen in einem ersten Schritt
(Abschnitt 3.2) die interessierenden Antomorphismengruppen von M = K () und fiihren
das allgemeine Problem mit den in 3.3.1 zur Verfiigung gestellten Fortsetzungssitzen auf
die Ergebnisse des Abschnitts 3.2 zuriick.
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3.1 Bezeichnungen

Ein Automorphismus ¢ von F' wird ein (K)-Automorphismus von F' genannt (in
Zeichen: ¢ € Aut(xy(F)), wenn ¢(K) = K gilt.

Einen Automorphismus ¢, von K (bzw. einen (K')-Automorphismus ¢ von F'), der
v = v (bzw. we = w) erfiillt, bezeichnen wir als v-Automorphismus von K (bzw.

w-Automorphismus von I') — in Zeichen: ¢ € v-Aut(K) (bzw. ¢ € w-Aut(F)).

Erfiillt der Automorphismus ¢y von K (bzw. der (K)-Automorphismus ¢ von F) die
Bedingung ¢o(A,) = A, (bzw. ¢(A,) = Ay), so nennen wir ¢ einen A,- Automorphis-
mus von K (bzw. ¢ einen A,-Automorphismus von F') —in Zeichen: ¢ € A,-Aut(K)
bzw. ¢ € A,-Aut(F)).

Wir nennen eine Kopplung (bzw. starke Kopplung) « auf (F, w) eine A,-Kopplung
(bzw. starke A,-Kopplung), wenn die Dicksongruppe A, in A,-Aut(F") enthalten ist
— in dieser Situation schreiben wir k € A,-R (bzw. k € A,-R,). Nach (1.9.a) impliziert
dies, dafl w eine Bewertung von F* ist.

Eine Kopplung (bzw. starke Kopplung) « auf (F, w) heifle w-Kopplung (bzw. starke
w-Kopplung) — in Zeichen: k € w-R (bzw. k € w-K;) , wenn die Dicksongruppe A, in
w-Aut(F) enthalten ist. Dies liefert nach (1.9.c), dafl w eine invariante Bewertung von
F ist.

Bemerkung. J. M. Gamboa [10] und F. F. Rodriguez [25] gaben verschiedene Klas-
sen von F P-Kdorpern an. Dabei nennt man einen Korper L einen FEP-Ko6rper (F P kiirzt
extension property ab), wenn jeder Automorphismus ¢ einer einfach-transzendenten

Kérpererweiterung L(t) eine Fortsetzung eines Automorphismus von L ist. Fiir uns

ist nur das folgende Ergebnis von Interesse:
Algebraisch abgeschlossene Kdrper sind FP-Kdrper.

Beweis. Es sei L ein algebraisch abgeschlossener Korper, ¢ € Aut(L(t)) und a € L. Fiir
alle natiirlichen Zahlen n hat das Polynom #"* — a € L(#) eine Nullstelle z € L. Damit
gilt ¢(2)" — ¢(a) = 0. Somit existieren auch alle n-ten Wurzeln von ¢(a) in L(t). Also
gilt ¢(a) € L. O

Es ist also jeder Automorphismus von M ein (K)-Automorphismus: Aut(M) =

Aut(f)(M) — dies wird im folgenden ohne Erwahnung benutzt.
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3.2 w-Aut(M) und Az-Aut(M)

In diesem Abschnitt bestimmen wir w-Aut(M) und Ag-Aut(M) und fithren in dem sich

anschliefenden Teil das allgemeine Problem auf diese Ergebnisse zuriick.

3.2.1 Vorbereitungen

Den folgenden Betrachtungen schicken wir vier Lemmata voraus:

(38.1) Es seien a,a’ € K, u, i’ Elemente einer Uy umfassenden angeordneten abel-

schen Gruppe. Fiir die Rellafortsetzungen ¥, ,,, Uy v von K auf M gilt
Vop =Ty & U(a—a) <p und p=p.

Vgl. [1], Proposition 3 bzw. [15], (3.2).

(3.2) Lemma. Fs sei ¢ € Aut(F). Es gilt

W(Ap) = Ay & Apy = Ay & wyp ~ w.

Beweis. Fiir a € F gilt: a € Ay, < wy(a) <1 < gla) € Ay, & a € ¢ H(Ay). Das
zeigt Aw, = ¢ 1 (Ay), und es folgt: A, = ¢(4,) & Ay, = Ay Die zweite Aquivalenz
ist klar. 0

(3.3) Lemma. FEs sei vy eine Bewertung eines Korpers L mit Bewertungsring A,
und ¥ € Aut(L) mit P(A,,) = Ay, Fir alle p,q € I gilt:

vo(p) < volq) < vob(p) < vorp(q).

Beweis. Es seien p,g € L und o. E. sei ¢ # 0. Dann gilt v5(p) < we(q) < % € A, &
P(F) € Ay = vod(p) < vot(q)- =

Fiir das folgende beachte man, daf sich jedes primitive Element von M/K auf genau
eine Weise entweder als ¢- (¢t — b) oder d + ﬁ mit b,c,d € K, c # 0 schreiben li8t.

Es ist fiir jedes ¢ € K[t] und a € K der Finsetzhomomorphismus ¢ — g(a) erkldrt
(Einsetzen von a in q).

Ist allgemein vy eine Bewertung eines Korpers L und ¢ ein Automorphismus von L,

so ist offenbar auch vy eine Bewertung von L.
(3.4) Lemma. Es sei ¢ € Aut(M), @y := ¢lw, g := ¢(t) und v' =0 . Dann gilt:
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(a) Es seiw =7,, eine Rellafortsetzung von v auf M.

(1) Fallsg=c-(t —b), c,b € K,c#0, 50 ist

Wy = UIWEI(Q(a))ﬁ(C)-u'

(2) Falls ¢ = d + be,d € K,c#0,u>7v(a—b), so ist

I
c-(t—b)’
W =Vt a) (o))

(8) Falls g = d + bye,d€ K,c#0,u<v(a—b), soist

(t c-(t=b)’
WP =V (g (BT ty?) Lo

(b) Es sei W = T, eine von einer transzendenten T-Ostrowskifolge a = (a;)ier tndu-
zierte Fortsetzung von v auf M.

Dann ist ¢ (q(a)) = (g5 (q(a;)))ies, * eine transzendente v'-Ostrowskifolge und es
gllt W(p — ngl(q(a))‘
Beweis. (a) Es ist ¢(t) = ¢- (t — b) (Fall 1) oder @(t) = d +
bc,d € K,c#0.
Fall 1: g =c-(t—b). Fiir jedes z € K folgt

(t < (Fall 2), wobei

Wt —2) =0(c) Wt — (b4 ¢ po(2)) = v(c) - max{p, Tla — b — ¢ Lip(2))}.

Fiir a — b — ¢ Ypo(2) = 0, d.h. 2 = ¢, (g(a)), wird das Minimum @(e) - ;& dieser Werte
angenommen. Mit (2.2) folgt daher:

(7) we = U_,wa_l(o(a))ﬁ(d-ﬂ

Fall 2: ¢=d+ Es gilt:

(t c(t=h)"

_ { (W(c) - )~ wenn v(a—b) < p
(E(C) -1(a — b))_l, wenn 7(a — b) > 1

Fiir z # 5 ' (d), d.h. d' :==d — ¢o(2) # 0, gilt

() Wt —2)=3(d)-w(t—b)""-w(t— (b~ (cd))) =
= 7(d) - (max{p,v(a — b)})q -max{u,7(a — b+ (ed)™ M}

Lou I, vgl. (2.7)
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Im Fall > w(a — b) folgt:

Wt —2) =o(d) - p ' - max{p, v(cd) '} =

— { o(d) > (W(c) - w)~', wenn p>v(ed) !
' wenn [ < ﬁ(cd’)—l

Ein Blick auf (i) zeigt, dal W(t — 2) in diesem Fall fiir z := ¢, '(d) den minimalen
Wert (w(c) - u)~! annimmt. Mit (2.2) folgt

(i) p>V(a—b) = We =0, (e

Im Fall 1 < w(a — b) gilt fiir 2z # @5 (d):

Wyt —2) = {
und aus v(a — b) = v(cd') ™! resultiert
Wp(t — 2) > B(d)o(a — b = (@(a(a — b)) < (@()la— b))
so daf}, mit Riicksicht auf (i), gilt:
Wt — 2) > (0(e)v(a— b)?) ' fiir alle 2 € K.

Der Wert (v(c)v(a — b)*)~'u wird aber wegen (*) angenommen, falls b — a = (cd’)™,
d.h. fiir z = ¢, ' (g(a)). Nach (2.2) besagt dies:

(iv) w<vla—b) = W= 7)_’%—1(Q(a)):@(cﬁ(a,b)erﬂ.

(b) Wéire 7,p eine Rellafortsetzung von v,p| auf M, so wire — wegen (a) — auch
Ua = Tapgp "

mit einer transzendenten v’-Ostrowskifolge o’. Nach (2.7) ist ¢(a) := (¢(a;))ier, eine tran-

eine Rellafortsetzung von vap ¢ |z = ¥ auf M. Folglich gilt Ty = v/y

szendente T-Ostrowskifolge und somit ¢g'(¢(a)) = (g ' (g(a:)))ies, eine transzendente
v'-Ostrowskifolge. Die folgende Rechnung zeigt, dafl v/ = v’ v la(a)’

Es sei j hinreichend grof3 aus I gewéhlt. Fiir z € K gilt Tap(t — 2) = Ua(q¢ — @o(2)) =
o(q(a;) — o(2)) = Twolpg (g(a;)) — 2) = E;pa_l(q(a))(t - z). O

Bemerkung. Es sei ¢ € Aut(M). Ist w eine Fortsetzung i-ter Art von Wl auf M
fiir ¢ € {1, 2,3}, so ist W) ebenfalls eine Fortsetzung i-ter Art von w1|y auf M.
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3.2.2 w-Aut(M)

Der folgende Satz ergibt sich auch aus (3.7):
(3.5) Satz. Fs sei ¢ € Aut(M), o := ¢li und q := ¢(t).
(a) Es sei w =1, eine Rellafortsetzung von v auf M.
(1) Fallsg=c-(t —b),c,bc K,c# 0, so gilt:
Es ist ¢ genau dann ein w-Automorphismus von M, wenn @ € ﬂ—Aut(F),
(g ' (q(a)) —a) < u und v(c) = 1.
(2) Falls g = d + (t prea b.e,d € K,c#0,9(a—0b) < pu, so gilt:
Fs ist ¢ genau dann ein w-Automorphismus von M, wenn ¢ € T-Aut(K),
(o (d) —a) < p und v(c) = p=.
(8) Falls ¢ = d + (t prrmE be,d € K,c#0,0(a —b) > u, so gilt:
Es ist ¢ genau dann ein W—Automorphismus von M, wenn o € T-Aut(K),
U(po ' (¢(a)) — a) < p und B(c)v(a — b)* =
(b) Es seiw =, eine von einer transzendenten U-Ostrowskifolge a induzierte Fort-
setzung von v auf M.

Fs ist ¢ genau dann ein w-Automorphismus von M, wenn ¢ € U-Aut(K) und zudem

a~ gy (g(a)).

Beweis. Wir beachten im folgenden: ¢ € W-Aut(M) < Wy =W = T, = U.
(a) Nach (3.4) gilt

1.Fall: g=c-(t—b) Tt (gfa)5() s = Vas
2.Fall: g=d+ 55 Tyt = Jap (3-1)
3.Fall: g=d+ 55 ¢ Pranaentat-p = Ve
L Fall: p=7u(c) p(&v(c) =1), o(y (a(a)) —a) < p
2. Fall: p=(v(c) )" (& 0(c) = p2), (g ' (d) —a) < pu
3.Tall: p="1(c) v(a—0)* pu= () w(a—0*=1), 9y, (g(a)) —a) < p
(b) Aus (3.4) und (2.6) erhalten wir 7, = Tap = @) T8~ @ "(g(a)) und
Uiy — V. |

Bemerkungen. (I) Statt zu verlangen, dafi ¢ ein T-Automorphismus ist, geniigt es
nach (3.10) zu fordern, daf} ¢y € Az-Aut(K) und @l € v-Aut(K).

(IT) Ist W = Ty, eine Fortsetzung 3. Art von K auf M, so gibt es keine w-Automor-
phismen ¢ von M mit ¢(t) = d+ bye,d€ K, c#0,v(a—b) < i — man beachte

(3.5.2)(2).

(t c(t-b)’
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3.2.3  Ag-Aut(M)

Wir stellen ein Lemma voran:

(3.6) Lemma. Es sei ¢ ein Automorphismus von M mit ¢l =: gy € Ay -Aut(K),

und es bezeichne v' := 1 . Dann gilt fiir eine Folge a in K :

(a) Es ist a genau dann eine transzendente T-Ostrowskifolge, wenn a eine transzen-

dente v'-Ostrowskifolge ist.

(b) Sind a und b zwei transzendente T-Ostrowskifolgen, so gilt

Ve =Tp & vy=1v.

Beweis. (a) Es sei a = (a;)ier. Fiir 4, 7,k € I mit ¢ < j < k ist nach (3.3) v(a — a;) <
v(a; — ;) mit v'(ay, — a;) < v'(a; — a;) gleichwertig. Weiter gilt mit (3.3) fiir z € K, daf}
(2 —a;) = (aig —a;) fiir alle i € T < v/ (2 —a;) = v'(aip1 — a;) fiir alle 7 € 1. Also hat
die Folge a genau dann einen Pseudolimes bzgl. 7 in K, wenn sie einen solchen bzgl. v’
in K hat.

(b) Es seien a = (a;);er und b = (b;);cs transzendente v-Ostrowsikfolgen, nach (a)
sind a und b auch transzendente v’-Ostrowskifolgen. Es gilt:
Ty = Up < 0(q(a;)) = B(g(b;)) fiir jedes ¢ € M und hinreichend groBe i € I,j € J

i—?ﬁ) v'(g(a;)) = F(q(bj)) fiir jedes ¢ € M und hinreichend grofie 1 € I,j € J < o'y =

—

d

U,h .
Wir beweisen nun:

(3.7) Satz. Fs sei ¢ € Aut(M), o := plg und q := ¢(t).

(a) Es sei W =70, eine Rellafortsetzung von T auf M.

(1) Fallsqg=c-(t —b), c,b€ K,c#0, so gilt:

FEs ist ¢ genau dann ein Ag-Automorphismus von M, wenn ¢q € Ag-Aut(K),
(g (q(a)) — a) < i und wenn fir z € K die folgende Bedingung erfiillt ist:

U(2) < p e Tpe(z) <0(e) - .

(2) Falls g = d + ﬁ, be,d€ K,c#0, u>79(a—0b), so gilt:

Es ist ¢ genau dann ein Ag -Automorphismus von M, wenn ¢, € Ag-Aut(K),
(g H(d) — a) < p und wenn fir z € K die folgende Bedingung erfillt ist:
u(2) < p e Tpo(2) < (W) - )7
(8) Falls ¢ = d + #_b), be,d € K,c#0, u<v(a—0b), so gilt:
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Es ist ¢ genau dann ein Ag-Automorphismus von M, wenn ¢y € Ay-Aut(K),
(e (q(a)) — a) < pu und wenn fir = € K die folgende Bedingung erfiillt ist:

U(2) < ueTpo(2) < (T(e) - Tla—0)*) 7" - .

(b) Es sei W = U, eine von einer transzendenten U-Ostrowskifolge a induzierte Fort-

setzung von v auf M.

Es ist ¢ genau dann ein Ag -Automorphismus von M, wenn po € Ay -Aut(K) und
o~ g, (g(a)).
Beweis. Es bezeichne v := ¥ ;.

(a) Wir setzen: 1/ == 7(c) -, a' ==y (q(a)), falls ¢ = c- (t — b) (1. Fall); i’ = (v(c) -

) =g (d), falls g = d+ 55, 1> T(a—b) (2. Fall); 4 = (0(c)-v(a—b)*) " - p,

a' = ¢y (q(a)), falls ¢ = d + #_b) < v(a —b) (3. Fall). Wegen (3.4) gilt dann
(*) we = Uifarguf.

Es sei ¢ € Ag-Aut(M). Es folgt ¢y € Ap-Aut(K) und mit (2.2) p = 7,,(t —a) =
w(t — a) <W(t — 2), nach (3.3) also We(t —a) < W p(t — 2), fiir alle z € K, so daf

(x%) Wy =V ampit—a)
nach (2.2). Anwenden von (3.1) auf (x) und (*x) liefert daher
(i) ' =welt—a) und (i) v'(a —a) <y,

Ferner gilt nach (3.3) fiir 2 € K

d.h.
(k%) D(2)<p & () <.

Aus (i7) und ( * *) erhilt man
(112) w(a' —a) < p.

Damit sind alle Bedingungen in (1), (2), (3) begriindet.

Nun seien umgekehrt die in (1) bzw. (2) bzw. (3) genannten Bedingungen erfiillt,

insbesondere also (x % *) nund (747). Es folgt (47). Mit (3.1) und () erhilt man hieraus

(k% %%) W= ?a,u’-
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Fiir Polynome p = 37" 7i(t — a)’ und ¢ = 377 5;(t —a)’ # 0 sind daher die folgenden
drei Aussagen (A), (B) und (C) dquivalent:

(A) % € Ag, d.h. 7, ,(p) <0,,(q).

(B) Es existiert ein k € {0,1,...,n} derart, daf fiir ¢ = 0,1,... ,m gilt:

1

kfi) S '
<y dohe () - (W) < 0 () - ()F
(C) Wp(p) = Vo (p) < Vo (@) = Wp(q), dh. Wp(?) <1, dh. o(7) € A

(b) Es bezeichne ' == ¢, (g(a)).

Es sei ¢ ein Ay -Automorphismus von M. Nach (3.4) ist Wy = v/y.

d.h. wegen (% %) U((Slz]n) —

O(rs) - i <W(si) - 1 #0, dh B(s, ') < g b w((s, ')
)

Offenbar ist g ein Ay-Automorphismus von K. Nach (3.6.a) ist somit a eine tran-
szendente v'-Ostrowskifolge und @ eine transzendente 7-Ostrowskifolge. Wegen v/, |7 =
V|7, (3.6.b) und (2.6) bleibt v/ (t — 2) = v'¢(t — 2) fiir alle z € K nachzuweisen.

Bs sei (f);e; die Mafifolge von a’ =: (a!);cr bzgl. v'. Wir zeigen vorab:

(*) Zu jedem j €I und z € K gibt es ein i € I mit

1 = v'(al — a;) und o (t — 2) = v'(a; — 2).

Es seien j € I, 2 € K gegeben.
Nach (2.4) gilt fiir hinreichend grofie 7 € I:
(1) va(t—2) =v'(a; — 2),
(4) Ta(t — a;) < Ta(t — af) — vgl. (IT) nach (2.4).
Da ¢ ein Ag-Automorphismus ist, gilt auch v'¢(t — ;) < v'o(t — a}) = p). Aus
s 7 v'(a; — a;) folgte der Widerspruch i} > v/ (t — a;) = max{u}, v'(a} —a;)} > .
Es sei z € K gegeben. Wir withlen ein j € I so grof3, dafl py < V' (t—z) = v'(a}—2)
gilt — vgl. (2.4) und (II) nach (2.4). Zu diesem j und z wihle man nun ein ¢ € I geméaf
(x). Es folgt
Vot — 2) = v"(a; — 2) = V'((a; — a) + (af — 2)) =
= max{ i}, v'(a; — 2)} = v'(a; — 2) = V' (t — 2).
Es seien nun umgekehrt ¢y € Ag-Aut(K) und a ~ ¢5'(g(a)), d.h. nach (2.6) und
(3.6) v'q = v'y, vorausgesetzt und
P, (t—x)™ - (t— )™ c M
q (E—y)m o (b= )™

20. E. sei k # 4, und fiir jedes z € K und r € Z \ {0} sei z+ ein Element zp € K mit 2§ = z.
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gegeben, 7,21, ..., TeYts - € Kok, Lma, ... ,my,na, ... ,n; € N. Wir withlen ein
j € I so groB, daBl w,(t — 2) = W(a; — 2) und v'4(t — 2) = v'(a; — 2) fiir alle z €
{z1,... , Tk Y1, - .. ,y} gilt. Dann erhalten wir (vgl. (3.3) und (3.4.b)):

g €Ay & Ta(r(t— o)™ - (t—2)™) < Ta((t—y)™ .- (t— ™)
< v(r(a; —z)™ - (ay —2e)™) <O((a; —y)™ - (a5 —w)™)
< Vo(r(a; —z)™ - .- (a5 — zp)™) <Vo((a; —y1)™ - ..o~ (@ — y)™)
& V(r(t—a)™ o (=)™ <V ((E—y)™ e (B —w)™)
& Valp) <Vale) & (7)€ Az
O
Sonderfille

Man erhilt fiir die Bewertungsfortsetzungen 2. Art sowie fiir die Fortsetzungen %, g und
Uor, 3. Art (vgl. die Bezeichnung nach (2.3)):

(3.8) Korollar. Fs sei ¢ € Aut(M), @o = ¢li und q := (t).

(a) Es seien W = T, eine Fortsetzung 2. Art von U auf M und u = v(z) fir ein
Zo € ?*

(1) Fallsq=c-(t—1b), c,b € K,c# 0, so gilt:

Es ist ¢ genau dann ein Ag-Automorphismus von M, wenn @, € Az-Aut(K),
W(py (g(a)) — a) < pound olz0) -7 - 25t € U

(2) Falls ¢ = d + (t prag be,d€ K,c#0, n>7v(a—1b), so gilt: B

Fs ist ¢ genau dann ein Ag-Automorphismus von M, wenn gy € Az-Aut(K),
Tyt (d) — a) < p und <p0(70) -z € Us.

(8) Falls g = d + (t preay be,d€ K,c#0, n<v(a—>b), so gilt: B

Fs ist ¢ genau dann ein Ag-Automorphismus von M, wenn gy € Az-Aut(K),
(g ' (q(a)) — a) < p und go(z0) ¢+ (a—b)* -z, " € Us.

(b) Es sei W=T,, =Tuy fir einac K.

(1) Falls g =c-(t—b), c,b € K,c# 0, so ist ¢ genau dann ein Ag-Automorphismus,
wenn @y € Ay-Aut(K) und go(a) = c- (a — b).

(2) Es gibt keine Ag-Automorphismen mit ¢ = d +
w>v(a—b).

(8) Falls ¢ = d + (t et b,c,d € ?27& 0, und a # b, so ist ¢ genau dann ein
Ag-Automorphismus, wenn go € Az-Aut(K) und wo(a) = d + C(a]—_h)

b,e,d € K,c# 0, und

c(t c(t=b)’

(¢c) Es sei W =70, fir eina € K.
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Es ist ¢ genau dann ein Ag-Automorphismus, wenn ¢ =c-(t —b), c,b € K,c#£ 0,
und o € Az-Aut(K).

Beweis. (a) Es sei ¢ ein Ag-Automorphismus von M. Nach (3.7.a) geniigt es, die jeweils
letzte Bedingung in (1), (2) und (3) nachzuweisen.
Aus 7(z) = p folgt mit (3.7.a):

(e zo) im Fall (1)
Twol(zo) = ¢ v(c-29)7 " im Fall (2)
(W(e) -v(a—b)*)"!-1(z%) im Fall (3)
Und dies besagt 5(o(20) - ¢t -2 1) = 1 (im Fall (1)), ¥(¢o(z0) - ¢+ 20) = 1 (im Fall (2))

und T(po(z0) - ¢- (@ —b)% -z, 1) =1 (im Fall (3)).

Setzt man g(Ay) = Ay und (1) @o(z0) ¢ ' -25" € Uy bzw. (2) <p0(70)-c-z(] € Uy bzw.
(3) wo(z0)-c-(a—b)%-2," € Uy voraus, so gllt fiir 2 € K:0(2) < u< 2-2, ' € Ag & @olz-
%) €Ay e (1) <P0(«)'<P0(ZO) “polz0) ¢ o2y | € Ay brw. (2) wo(2)-wol20) " po(20) -
¢z € Ay bzw. (3) ©o(2)-wo(20) " -wol2)-c ((1—())2-20_1 €Ay & (1) ygo(2) <v(c-20)
bzw. (2) Tg(2) <B(c-20)"" bzw. (3) To(z) < (B(c) - vla — b)*) " - v(2).

Nun beachte man (3.7.a).

(b) Es ist u < « fiir alle v € T'5.

(1) Die Bedingung 7(g, (g(a)) —a) < pist mit po(a) = g(a) gleichwertig. Nur z = 0
erfiillt die Bedingung 7(z) < u < v¢o(z) <0(e) - p.

(2) Nur z = 0 erfiillt die linke Seite der Bedingung o(z) < 1 < v wo(2) < (0(c)-u) L,
alle z € K hingegen die rechte.

(3) vgl. die Begriindung zu (1).

(c) Esist v < p fiir alle v € Ty

Wenn ¢ ein Ay -Automorphismus von M ist, so kann ¢ nicht von der Form (2) oder
(3) in (3.7.a) sein. Denn im Fall (2) wiire die Bedingung v(z) < p < 0o(2) < (0(c)-p)~*
nicht erfiillbar, und der Fall (3) ist a priori ausgeschlossen.

Ist umgekehrt ¢, ein Ay -Automorphismus, und ¢ = ¢+ (t — b), ¢,b € K mit ¢ # 0,
so sind trivialerweise auch die Bedingungen w(w, ' (¢(a)) — a) < p und 9(2) < p <
Tpo(z) <v(e)- u (2 € K) erfiillt. ]

Verlangt man in (3.7), daB ¢y € 7-Aut(K), so erhilt man durch einen Vergleich mit

(3.5) fiir die Bewertungsfortsetzungen 1. und 2. Art von @ auf M:
(3.9) Korollar. Es sei ¢ € Aut(M) mit ¢l € v-Aut(K), und w sei eine Fortset-
zung 1. oder 2. Art von v auf M.

Es ist ¢ genau dann ein Ag -Automorphismus, wenn ¢ ein w-Automorphismus ist.

Beweis. Fiir die Fortsetzungen 1. Art ist dies direkt aus dem Vergleich von (3.5.b) und
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(3.7.b) ersichtlich. Daher sei w eine Fortsetzung 2. Art von 7, und es sei zy € K mit
(z) = u gegeben. Die letzten Bedingungen aus (1), (2), (3) in (3.8.a) lauten wegen
Up(20) = U(20):

(1) 30 =1,

(2) v(e) - p* =1,

(3) w(c) - v(a —b)* = 1.

Das sind genau die letzten Bedingnngen aus (1), (2), (3) in (3.5.a). O

3

Bemerkung. Ist hingegen w = v, eine Fortsetzung 3. Art von v auf M, so existie-
ren auch dann Ag-Automorphismen von M, die keine w-Automorphismen sind, wenn

¢|7 =1dz; wir belegen dies durch die folgenden Beispiele:

1. Man wiihle etwa in (3.8.c) ein Element 0 # ¢ € K mit #(c) # 1 — (3.5.a)(1) besagt
dann, dal ¢ € Ag-Aut(M) \ w-Aut(M).

2. Es seien I' := (T, -, <) eine angeordnete und radizierbare abelsche Gruppe mit
neutralem Element 1 und A eine nichttriviale isolierte Untergruppe # I' von T'. Es ist
Y:={yecT|vy <afiirein @« € A} ein A umfassender Schnitt von I'. Es sei u ¢ T ein
Element einer abelschen Obergruppe von T'. Die nach (2.3) eindeutig bestimmte Anord-
nung von I - (1), die < fortsetzt und X(u) = X erfiillt, sei ebenfalls mit < bezeichnet.
Dann gilt:

(1) (a) Ist g € A, so gilt fiir v € T:
Y&y < o[
(b) Ist 12 < < ! fiir ein g € T, s0 gilt fiir vy € T':
y<u e y<(a-p)h
Beweis. Es sei v € I" gegeben.
(a) Es gilt:

vy<pu < (i) v€ A oder (if): y<a firalle ae A
& (1): v-agt€eAoder (i1): y-a;' <a-ap! firalle a € A

S yoop'<p e y<ap-p

(b) Ausy < pfolgt (7) : v € Aoder (i) : v < afiir alle « € A. In der Situation (7)
gilt y-ap & Aund y-ap < 7, also y-ap < g '. Und aus (7) erhalten wir v-ap < o <

fiir alle a € A, also wieder v-ap < pt.
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Es sei nun v < (g - ). Wegen og > p 2 gilt dann 1 > v - -0 > yu', also
g O

Es seien E ein algebraisch abgeschlossener Kérper und ' = (Q,+) Xper (Q,+).
Nach [22], Kap. II, §5, Satz 6 ist der Potenzreihenkdrper K := E((T')) algebraisch
abgeschlossen. Es sei 7 die (additive) Ordnungsbewertung von K.

Wir verwenden die zu Beginn von 2. eingefiihrten Bezeichnungen: Esist A = {(0,¢) | ¢ €
Q} eine nichttriviale isolierte Untergruppe # I" von T'; weiter ist ¥ = {(q1,¢2) |1 <
0,¢2 € Q}. Es sei U, = 9,5 die fiir ein @ € K mit 5(a) > u gegebene Fortsetzung 3.
Art von v auf M.

Ist ¢ € K mit 5(c) € A und v(c) > (0,0) gewiihlt, so folgt aus einem Vergleich von
(3.5.a)(1) mit (3.7.a)(1) und (1) (a), dafl der durch ¢(¢) = c-t erkliirte K-Automorphismus
von M, wegen t(c-a—a) =v(c—1)+7(a) = v(a) > p, ein Az-Automorphismus, jedoch

kein w-Automorphismus ist.

3.3 w-Aut(F) und A,~-Aut(F)

Wir bestimmen w-Aut(F) und A,-Aut(F).

3.3.1 Vorbereitungen

Mit Hilfe der folgenden Lemmata lassen sich die Ergebnisse des letzten Abschnitts an-

wenden:

(3.10) Lemma. Jeder Ay,- (bzw. A,-)Automorphismus ¢ von F (bzw. K ) lafit sich
2u einem Ag - (bzw. Ay -) Automorphismus ¢ von M (bzw. K) fortsetzen.

Fs ist ¢ genau dann ein W- (bzw. T-) Automorphismus, wenn ¢ ein w- (bzw. v-)-
Automorphismus ist.

Insbesondere lifit sich jeder w- (bzw. v-)Automorphismus von F (bzw. K) zu einem

w- (bzw. T-) Automorphismus von M (bzw. K ) fortsetzen.

Beweis. Es sei ¢ € A,-Aut(F). Da die Koérpererweiterung M/F normal ist, existiert
eine Fortsetzung v € Aut(M) von ¢. Es sind Az und ¢(Ag) Bewertungsringe von M
mit der Eigenschaft Az N F = A, = ¥(Ag) N F. Nach [8], (14.2) gibt es einen F-
Automorphismus o € Aut(M) mit o1p(Ay) = Ag. Es ist o|p = ¢. Man setze G = o).

Es sei nun ¢ € w-Aut(M) und ¢ eine Fortsetzung zu einem Agz-Automorphismus
von M. Es sind wy und w zwei Bewertungen von M, die w fortsetzen und deren Be-
wertungsring Ay ist. Da Iy = [y gilt (und M/F' algebraisch ist), folgt mit [8], (13.12)

we = w.
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Die Aussage in den Klammern ergibt sich analog — man ersetze w durch », M durch

K und F durch K und beachte, dafl K/K normal ist. O
Es sei g := ?fiﬁ mit ad — be # 0 ein primitives Element von F/K. Mit £, bezeichnen

wir den K-Automorphismus von F, der ,(t) = ¢ erfiillt.
Wohlbekannt ist die folgende Darstellung eines (K )-Automorphismus:

(3.11) FEs sei ¢ € Autiy(F), und es bezeichne o := ¢|k. Dann gilt:
© = Eyty © Po
fiir den @q fortsetzenden (K)-Automorphismus ¢o von F, der Go(t) =t erfillt.

Mit der in (3.11) angegebenen Zerlegung gewinnt man nun sehr leicht den folgenden

Fortsetzungssatz.

(3.12) Lemma. Es seien ¢ ein (K)-Automorphismus von F und 1 ein @y = |k
fortsetzender Automorphismus von K. Es existiert ein ¢ € Aut(M) mit @|p = ¢ und
elre = 1.

Beweis. Es sei ¢ = ¢,0 . Offenbar ist dann @ := ¢, o{,/: — wobei {E den ¢ fortsetzenden

Automorphismus von M mit 1,7;(1‘) = t bezeichne — ein Automorphismus von M, der ¢

und 1 gemeinsam fortsetzt. O

3.3.2 w-Aut(F)

Nach (2.2) und (2.5) gilt fiir jede Bewertung w von F' entweder w = 7, ,|r, wobei a € K

und g € Ty, oder w = U], wobei a eine transzendente v-Ostrowskifolge in K ist.

Aus (3.5), (3.10) und (3.12) erhalten wir eine Beschreibung fiir w-Aut(F):

3

(3.13) Satz. Es sei ¢ € Autiiy(F), wo := ¢|x und q == ¢(t).

(a) Es sei w =71, ,|r mita € K und u € Ty.

(1) Fallsq=c-(t—0b),c,b€ K,c#0, so gilt:

Fs ist ¢ genau dann ein w-Automorphismus von F, wenn v(c) = 1 und ¢y ein v-
Automorphismus von K ist, der sich so zu einem T-Automorphismus ¢ von K fortsetzen
lapt, daf v(¢~"(q(a)) — a) < u gilt.

(2) Falls g = d + ﬁ,b, c,d € K,c#0,5(a—b) < p, so gilt:

Fs ist ¢ genau dann ein w-Automorphismus von F, wenn v(c) = u=2 und @y ein

v-Automorphismus von K ist, fir den (g, ' (d) — a) < p gilt.

(8) Falls ¢ = d + ﬁ,b,c,de K,c# 0,7(a—b) > u, so gilt:
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FEs ist ¢ genau dann ein w-Automorphismus von F, wenn v(c) - v(a — b)? = 1 und
wo ein v-Automorphismus von K ist, der sich so zu einem T-Automorphismus 1 von K
fortsetzen lift, daf v(xp~"(q(a)) — a) < p gilt.

(b) Es sei w = Uy|p mit einer transzendenten v-Ostrowskifolge a in K.

Es ist ¢ genau dann ein w-Automorphismus von F, wenn o ein v-Automorphis-

mus von K ist, der sich so zu einem T-Automorphismus 1 von K fortsetzen lifit, daf
a~ 3 tg(a)) gilt.

Beweis. Es sei ¢ ein w-Automorphismus von F'. Nach (3.10) existiert eine Fortsetzung
@ € w-Aut(F) von ¢. Setzt man v := P|w, so gewinnt man aus (3.5) die jeweils
notwendigen Bedingungen in (a); (1), (2), (3) und in (b).

Es seien nun umgekehrt diese Bedingungen in (a); (1), (2), (3) und in (b) erfiillt.
Nach (3.12) besitzen die Automorphismen ¢ von K (in (a); (2) sei ¢ eine nach (3.10)
existierende Fortsetzing von ¢y zu einem 7-Automorphismus von K) und ¢ von F' eine
gemeinsame Fortsetzung ¢ € Aut(M). Wegen den jeweiligen Voraussetzungen folgt aus
(3.5), daBl @ ein w-Automorphismus von M ist; somit ist ¢ ein w-Automorphismus von
F. !

Bemerkung. Ist w = 7, ,|r eine Fortsetzung 3. Art von » auf F, so gibt es keine

w-Automorphismen mit ¢ = d + Cdi_h) be,d € K,c#0,7(a—0b) < pu—vgl (3.13.2)(2).

Feststellung. Die Automorphismengruppe des algebraischen Abschlusses K von K
ist im allgemeinen nicht {iberschaubar. Es ist in der hier vorliegenden Situation aber
keineswegs so, dafl alle 7-Automorphismen von K zum Nachweis der Bedingungen in
(3.13) herangezogen werden miissen. In (a) 148t sich das Problem immer auf endlich

viele 7-Automorphismen reduzieren:

Es sei p, das Minimalpolynom von a iiber K und N(a) der Zerfdllungskérper von
p. in K. Fiir die Ostrowskifolge a = (a;)icr erkldren wir entsprechend den normalen
Abschlufl N(a): Fiir i € I sei p,, das Minimalpolynom von «; iiber K und N(a) der
Zerfillungskorper von {p,, |4 € I} in K. Fiir jeden K-Automorphismus ¢ von K gilt,
dal ¢(N(a)) = N(a) bzw. $(N(a)) = N(a).

Es bezeichne vy(q) = U|n(o) und vy = 9| n(a)-

Es seien ¢ € Aut(ry(F) und o := ¢|x € v-Aut(K).
Fortsetzungen 2. und 3. Art

Ist x € T-Aut(K) eine nach (3.10) existierende Fortsetzung von o und xo = X|na),
so ist § = {xo¥| ¥ € vn@-Autg (N(a))} = {¢|nw | ¢ € v-Aut(K), ¢/ setzt ¢, fort}.
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Daher 1d8t sich die Bedingung in (3.13) iiber die Fortsetzbarkeit von ¢g zu einem
v-Automorphismus ¢ mit der Eigenschaft, dafl 7(¢~'(¢(a)) — a) < p durch die folgende
Bedingung ersetzen: Es existiert ein ¢ € § mit vy, (g(a) — ¢(a)) < p.

Im Fall go =Idg ist § = vy)-Autg (N(a)).

Fortsetzungen 1. Art

Ist N(a) eine endliche Erweiterung von K, so fiihrt eine analoge Uberlegung zu dem

gleichen Resultat.

Wir werden der Ubersichtlichkeit halber (3.13) wie auch die folgenden Ergebnisse

nicht in diesem Sinne verfeinern.

Sonderfille

Im Kapitel 6 fithren wir ein Produkt von ¢ und K-Kopplungen * auf F' ein. Fiir die
Konstruktion von bewerteten Fastkorpern sind dabei die folgenden zwei Sonderfélle von
(3.13) entscheidend: @g =1Idz (vgl. (3.14)) und ¢ = ¢ (vgl. (3.15)).

(3.14) Korollar. Es sei ¢ € Autg(F), und es bezeichne q := ().

(a) Es seiw =, ,|r mita € K und u € Ty.

(1) Fallsq=c- (t —b),¢c,be K,c# 0, so gilt:

Fs ist ¢ genau dann ein w-Automorphismus von F, wenn v(c) = 1 und es einen
v-Automorphismus 1 € Auti(K) gibt, fir den v(¢v " (q(a)) —a) < u gilt.

(2) Fallsq—d—FC(t g0 0 d € K, c#0,0(a—0b) < p, so gill:

Fs ist @ genau dann ein w-Automorphismus von F', wennv(c) = p=? und v(d—a) < u

gilt.
(3) Fallsq—d—l—c(t g:b.c.d e K,c#0, v(a—0b) > p, so gilt:
FEs ist ¢ genau dann ein w-Automorphismus von F, wenn v(c) -(a—b)2 = 1 und es

einen U-Automorphismus v € Auty (K) gibt, fir den v(¢v " (q(a)) — a) < p gilt.
(b) Es sei w = Uy|p mit einer transzendenten v-Ostrowskifolge a in K.

Es ist ¢ genau dann ein w-Automorphismus von F', wenn es einen - Automorphis-
mus ¥ € Autg (K) gibt, fiir den a ~ ¢~ (g(a)) gilt.

(3.15) Korollar. Es sei ¢ € Autxy(F) mit ¢(t) =t, und es bezeichne ¢y := ¢|k.
(a) Es sei w =71, ,|r mita € K und u € Tg.

3Fiir diese Begriffe vgl. man Kapitel 4 bzw. 5.
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Es ist ¢ genau dann ein w-Automorphismus von F, wenn @y ein v-Automorphis-

mus von K ist, der sich so zu einem U-Automorphismus ¢ von K fortsetzen lift, daf
oy (a) —a) < p gilt.
(b) Es sei w = Uy|p mit einer transzendenten v-Ostrowskifolge a in K.

Es ist ¢ genau dann ein w-Automorphismus von F', wenn ¢ ein v-Automorphis-

mus von K ist, der sich so zu einem U-Automorphismus ¢ von K fortsetzen lift, daf

a~ ¢~ Ha) gilt.

3.3.3 A,~Aut(F)

Ebenso wie (3.13) begriindet man mit (3.10), (3.7) und (3.12) die folgenden Aussagen
iiber A,-Aut(F):

(3.16) Satz. Es sei ¢ € Autiy(F), wo := ¢|x und q == ¢(t).

(a) Es seiw =7, ,|r mita € K und u € Tg.

(1) Fallsq=c-(t —b),c,b€ K,c#0, so gilt:

Es ist ¢ genau dann ein A,-Automorphismus von F, wenn @y ein A,-Automorphis-

mus von K ist, der sich so zu einem Ag-Automorphismus 1 von K fortsetzen lift, daf
(¢ q(a)) — a) < p und fir » € K die folgende Bedingung erfiillt ist:

W(z) S pevP(z) <ole) - p

(2) Falls ¢ = d + (t b ede Ke#0, v(a—b) < pu, so gilt:

Es ist ¢ genau dann ein A,-Automorphismus von F, wenn @q ein A,-Automorphis-
mus von K ist, der sich so zu einem Ag-Automorphismus 1 von K fortsetzen lift, daf
(g ' (d) — a) < p und fiir z € K die folgende Bedingung erfiillt ist:

7(2) < pe TY(2) < (v(e) - )7

(8) Falls ¢ = d + (t preaE be,d e K,c#0,9(a—b) > p, so gilt:

Es ist ¢ genau dann ein A,-Automorphismus von F, wenn @q ein A,-Automorphis-
mus von K ist, der sich so zu einem Ay-Automorphismus ¥ von K fortsetzen lift, daf8
(¢ (g(a)) — a) < u und fiir » € K die folgende Bedingung erfillt ist:

7(2) < pe TY(2) < (v(e) - T(a—b)*) " - b

(b) Es sei w = 04|p mit einer transzendenten U-Ostrowskifolge a in K.

Es ist ¢ genau dann ein A,-Automorphismus von F, wenn g ein A,-Automorphis-

mus von K ist, der sich so zu einem Ag-Automorphismus 1 von K fortsetzen lift, daf

a~ P (g(a)) gilt.
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Wegen der Bedingungen o(2) < p < v(2) < pu' (1 =v(e)-pbzw. i = (v(e) - )™

bzw. ' = (v(e)-w(a—b)2)~"-u) fiir € K in (3.16.a) hat in dieser allgemeinen Situation
eine zu der Feststellung nach (3.13) analoge Reduktion auf N(a) keinen Sinn.

In (3.16.b) (falls N(a) eine endliche Erweiterung von K ist) und auch zum Teil
in den folgenden Sonderfiillen des Ergebnisses (3.16.a) ist jedoch eine entsprechende

Verschirfung méglich:

Es seien der Feststellung nach (3.13) entsprechend die normalen Abschliisse N(a)
und N(a) erkldrt, und es bezeichne wieder vy = U|n() Und vy = |n(q); weiter
bzw. A

Es seien ¢ € Autxy(F) und ¢o := ¢|x € v-Aut(K).

seien A die Bewertungsringe dieser Bewertungen.

UN(a) UN (a)
Fortsetzungen 2. und 3. Art
Ist x € Ay-Aut(K) eine nach (3.10) existierende Fortsetzung von ¢y und yo =

Xl 50 5t § = (o[ € Auyy At (N(@)} = (#]ie) | ' € Ap-Aut(R), o setrt
o fort}.

Daher 148t sich die Bedingung in (3.16.a)(1) und (3) iiber die Fortsetzbarkeit von g
zu einem Agz-Automorphismus ) mit der Eigenschaft, daf #( " (g(a)) — a) < p durch
die folgende Bedingung ersetzen: Es existiert ein ¢ € § mit vyqy(g(a) — ¢(a)) < 1/,
dabei ist u' = v(c) - u bzw. = (v(c) - v(a — b)*)~ - .

Im Fall gq =Idg ist § = A, -Autg(N(a)).

VN (a)

Fortsetzungen 1. Art

Ist N(a) eine endliche Erweiterung von K, so fiihrt eine analoge Uberlegung zn dem

gleichen Resultat.

Sonderfille

Wie in (3.9) ergibt sich in der Situation ¢ € v-Aut(K) in (3.16) durch einen Vergleich
mit (3.13) fiir die Bewertungsfortsetzungen 1. und 2. Art von v auf F:

(3.17) Korollar. Es sei ¢ € Autiy(F) mit ¢|x € v-Aut(K), und w sei eine Fort-
setzung 1. oder 2. Art von v auf F.

Es ist ¢ genau dann ein A,-Automorphismus, wenn ¢ ein w-Automorphismaus ist.
Beweis. Nach (3.10) ist ein Ay-Automorphismus von K, dessen Einschrinkung anf K
ein v-Automorphismus ist, ein 7-Automorphismus. Hieraus ergibt sich die Behauptung

fiir Bewertungsfortsetzungen 1. Art unmittelbar aus dem Vergleich von (3.13.b) und

(3.16.b). Fiir die Fortsetzungen 2. Art schliefle man nun wie im Beweis zu (3.9). O
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Wie in (3.14) und (3.15) formulieren wir die beiden Sonderfille o =Idg (vgl. (3.18))
und ¢ =t (vgl. (3.19)) von (3.16). Wegen (3.17) betreffen die folgenden Aussagen nur
Fortsetzungen 3. Art von v auf F

(3.18) Korollar. Es sei ¢ € Autg(F) und q := ¢(t).

Es sei w =70,,|r mita € K und p € Ty.

(1) Fallsq=c-(t—0),c,b€ K,c#0, so gilt:

Es ist ¢ genau dann ein A,-Automorphismus von F', wenn es einen U- Automorphis-
mus ¥ € Autr(K) gibt, fir den v(¢v Y (g(a)) — a) < u gilt und fir » € K die folgende
Bedingung erfillt ist:

9(z) < pev(z) <v(e) - p

(2) Falls ¢ = d + ﬁ,b, c,d € K,c#0,7(a—b) < pu, so gilt:

FEs ist ¢ genau dann ein A,-Automorphismus von F', wenn v(d—a) < u gilt und fir
2 € K die folgende Bedingung erfillt ist:

5(2) < pe (=) < (0e) - )

(8) Falls g = d + ﬁ,b,c,de K,c#0,79(a— b) > p, so gilt:

Es ist ¢ genau dann ein A,,-Automorphismus von F', wenn es einen v-Automorphis-
mus v € Aut(K) gibt, fir den 9(v"(q(a)) — a) < p gilt und fir = € K die folgende
Bedingung erfillt ist:

U(2) < ue0(z) < (v(e) - Tla—b)*) 7t p.

Beweis. Man beachte, dal nach (3.10) ein die Identitét auf K fortsetzender A;-Auto-
morphismus von K ein #-Antomorphismus ist. Die Behauptungen ergeben sich daher
aus (3.16). O

(3.19) Korollar. Es sei ¢ € Autxy(F) mit ¢(t) =t, und es bezeichne ¢y :== ¢|k.
(a) Es sei w =71, ,|r mita € K und u € Tg.
Es ist ¢ genau dann ein A,-Automorphismus von F, wenn @q ein A,-Automorphis-

mus von K ist, der sich so zu einem Ag-Automorphismus 1 von K fortsetzen laft, daf
(v (a) — a) < p und fir € K die folgende Bedingung erfiillt ist:

v(z) S psvYP(z) < p
(b) Es sei w = Uy|rr mit einer transzendenten v-Ostrowskifolge a in K.

Es ist ¢ genau dann ein A,,-Automorphismus von F', wenn @qo ein A,-Automorphis-

mus von K ist, der sich so zu einem Ag-Automorphismus 1 von K fortsetzen lGft, daf
a~ ' (a) gilt.
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Kapitel 4
t-Kopplungen von F

Es sind ein Korper K und eine transzendente Erweiterung F' := K (t) gegeben.

In (3.11) haben wir eine Zerlegung eines (K)-Automorphismus von F' angegeben:
Es sei ¢ € Autg)(F) und ¢o = ¢|x. Dann gilt ¢ = e,4) o @o. Dabei ist g, ein
K-Automorphismus und @, ein t-Automorphismus, d.h. go(K) = K und @y(t) = t.

Eine Kopplung auf F' nennen wir eine ¢-Kopplung, wenn die Dicksongruppe der Kopp-
lung eine Untergruppe der t-Automorphismengruppe ist. Wir zeigen in Abschnitt 4.2,
dafB sich jede starke #Kopplung auf F' durch eine abelsche Untergruppe A von Aut(K),
einen Homomorphismus ty von einer Faktorgruppe von K* in A und eine Abbildung sq
von einer Partition der Menge aller normierten Primpolynome in A gewinnen l&fit. Mit
Hilfe dieser Ergebnisse geben wir zahlreiche Beispiele starker t-Kopplungen an.

In einem weiteren Abschnitt liefern wir ein Konstruktionsverfahren allgemeiner -
Kopplungen, das in dhnlicher Weise von F. Pokropp [21] angegeben wurde. Auch hier

werden Beispiele angefiihrt.

4.1 Bezeichnungen

Wir nennen einen (K)-Automorphismus ¢ von F, der ¢(#) = t erfiillt, kurz t-Auto-
morphismus. Die Gruppe der #-Automorphismen von F' sei mit Aut,(F') bezeichnet.
Ist ¢ eine Kopplung bzw. starke Kopplung auf F' mit A, C Auty(F'), so heifle ¢ eine
t-Kopplung bzw. starke t-Kopplung — in dieser Situation schreiben wir ¢ € t-K bzw.
w € t-R,.

Bemerkungen. (I) Jeder Automorphismus ¢ von K 146t sich auf genau eine Weise

zu einem t-Automorphismus ¢ von F' fortsetzen:

@’(Z a;tt) = Z o(a)t!
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(IT) Fiir ¢ € Aut(F') mit ¢(t) = t gilt im allgemeinen nicht ¢(K) = K. Man be-
trachte hierzu fiir K etwa eine einfach-transzendente Korpererweiterung K = FE(z)
eines Korpers E. Es sei y eine von z algebraisch unabhénginge Transzendente und ¢ der
E-Automorphismus von K (y), der ¢(z) = y sowie ¢(y) = z erfiillt. Setzt mant :=z+y
so gilt K(y) = K(t), ¢(t) = t, aber ¢(K) # K.

4.2 Die starken {-Kopplungen von F

Es sei ¢ € t-R; mit der Dicksongruppe A, d.h.:
(7) ¢ ist ein Homomorphismus von F* in Aut(F),

(it) @o(z) = e fiir alle 6 € A, und z € F*

— vgl. Bemerkung (g) nach (1.2).

Wir setzen <pg = .|k fiir alle z € F*. Es bezeichne 9P die Menge der normierten
Primpolynome aus F[t] (es ist K* U ein Erzeugendensystem von F*).

Aus (7) folgt:
Esist ©° : F* — Aut(K), © — &% ein Homomorphismus.

Wir setzen A := @°(F*), v := ¢°| k-, 6 := ¢°|y und stellen fest:

Fs sind A eine abelsche Untergruppe von Aut(K), t eine starke Kopplung auf K mit
Ac C A und s eine Abbildung von P in A.

Die Abbildung
Ay, xP — P
(6.p)  — d(p)

ist eine Operation.

Mit B sei die Menge der Bahnen {A,(p)|p € P} dieser Operation bezeichnet.
SchlieBlich sei N die von allen k~'6(k) (6 € A,k € K*) erzengte Untergruppe von K*.

Aus (i1) folgt:

(a) N C Kern(t), d.h. es existiert ein Homomorphismus vy : K*/N — A mit
vtk — v(kN).

(b) s ist konstant auf jedem B € B, d. h. es eristiert eine Abbildung s, : B — A
mit s :p — 55(Ay(p)).
Beweis. (a) Fiir kq(g(k) eN gﬂt Te—16(k) = k-1 O0T5(k) = T%-10¥ =1 :IdK.

(b) Es seien p,qg € B. Da p = y(q) fiir ein 6, € A, gilt, folgt aus der Invarianzglei-
chung (4): s, = 85,(q) = - O
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Es gilt die folgende Umkehrung:

(4.1) Es seien A eine abelsche Untergruppe von Aut(K), A bezeichne die Gruppe
der Fortsetzungen der § € A zu t-Automorphismen 5 von F, N die von den Elementen
k='6(k) (6 € A,k € K*) erzeugte Untergruppe von K*, B die Menge der A-Bahnen in
B gemdfS der Operation (g p) — g(p)

Fs seien vy ein Homomorphismus von K*/N in A und sy eine Abbildung von B in
A. Weiter seien v : K* — A durch v := vo(kN) definiert und s : B — A durch
5, 1= so(ﬁ(p)) gegeben.

Dann gilt:

(a) Es ist v eine starke Kopplung auf K.

(b) Es existiert genau ein Homomorphismus ¢ 1 x — ¢, von F* in A, der v und s
fortsetzt.

(c) Es ist

@

- o A
A

eine starke t-Kopplung auf F.

Beweis. (a) Es ist v ein Homomorphismus von K* in A. Weiter gilt fiir alle 6 € A und
ke K*: vp-154) = ldg, somit also tsg) = -

(b) Es sei  :==a-[[_,p/* € F* mita € K*.p1,...,pr € Byvy,..., 0 € Z. Wir
setzen ¢, =t 0 [[i_, syt Offenbar ist ¢ : 2 — ¢, der eindeutig bestimmte, v und s
fortsetzende Homomorphismus von F* in A.

(c) Es ist & ein Homomorphismus von F* in Aut(F').

Es seien 6 € A und y € F* mit y = b-[['_, ¢, b € K*,q; € B, v; € Z fiir alle j

i=14;
gegeben. Es ist ¢, = v, 0 H]. L 54,

Es gilt — der Ubersichtlichkeit halber schreiben wir im folgenden (1) statt Py
Ciyy =Py = 9(6(y) = ¢(y)

< 60) - [[0(a)") =wo [ ] s
F=1 F=1

& 1l op(d(b) o [ e0(e))” = HEZ;;'

=1
S
= - 15(k) © Hsﬁ(q‘] HSZ;
Und die letzte Gleichung ist nach den Definitionen von t und s erfiillt. O
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4.2.1 Beispiele und Michtigkeitsaussagen

Aus (4.1) folgt mit den dortigen Bezeichnungen:

(4.2) Korollar. Fiir jede abelsche Untergruppe A von Aut(K) gilt

t-R,] > mas{|Hom(K* /N, A)],|A[}.

Beispiele

Fiir ein z = %ﬁ’;?:j € F* mit k,I,m,n € N,k < n,l <m, ag,a,,b, b, # 0, be-
F=1 9%

zeichne h: x — h(z) == Z—; die Abbildung, die jedem z € F* den hochsten Koeffizienten

vonzund n:xz — n(x) = ‘;—’; diejenige, die jedem = € F* den niedrigsten Koeffizienten

von z zuordnet.

1. Es sei t eine starke Kopplung auf K mit der Dicksongruppe A., und s, sei die
triviale Abbildung A.(p) —Idx von B in A..
Dann ist fiir 2 = a-[[[_, pi* € F*,a € K*,p; € P,y € Zfiir allei € {1,... ,r}:

e —

-

~ vi o~

L :taOHEPi =1,
=1

— d.h. ¢ ist die Fortsetzung nach dem hichsten Koeffizienten von v auf F — (vgl. [21],
(3.1)).

2. Wieder sei t eine starke Kopplung auf K mit der Dicksongruppe A, und sy : 8 —
Ae, Ad(p) — Tn(p)- . ~ ~ o~

Es ist 59 wohldefiniert: Fiir py,p2 € A (p) gilt p1 = 6(p2) fiir ein § € A, und damit
gilt §o(p1) = Tugp) = T(5p)) = Tonlp2)) = En(pe) = S0(P2)-

Firz=a-[[[_, p/ € F*,a€ K*,p; € B,y € Zfiir allei € {1,...,r} gilt:

2

r
(27/:1: =10 H tzi(pi) - Atln(a:)
i=1

— d.h. @ ist die Fortsetzung nach dem niedrigsten Koeffizienten von v auf F' — (vgl. [21]
S. 205f).

3

3. Es seien K = FE(x) eine einfach-transzendente Korpererweiterung eines Kérpers
FE mit Einselement 1z und A := {¢,4, | a € E'}, wobei £, , den E-Automorphismus von
K mit £,44(x) = z + a bezeichnet. Es ist A eine abelsche Gruppe.

Weiter ist N = ({259 | p, g € E[a]*,a € E}).
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Die Abbildung
] K*/N — A
o { kN = Exideg(k) 15
ist offenbar ein (wohldefinierter) Homomorphismus.

Wir wahlen

o B — A
DL AP~ ((deg(p)
fiir jede Abbildung ¢ : N — A.

Bs ist sg wegen g(t) =t fiir alle & € A sinnvoll definiert und es gilt:

Es existieren |E|* solche Abbildungen sj,.

Beweis. Es ist K der Quotientenkdrper des faktoriellen Ringes F[x]. Fiir ein Primele-
ment p € E[z] liegen die Polynome t* — p € K[t] fiir alle n € N nach dem Irreduzibi-
litdtskriterium von Eisenstein in 3. Daher ist { — sg injektiv. Nun beachte man noch
Al = [E]. O

Bemerkung. Statt £,., (a € E) kann man auch F-Automorphismen der Form g,.,
(a € E*) wahlen.

4. Es sei K = F((T")) ein Potenzreihenkorper auf I iiber £ (vgl. Abschnitt 1.2) und
A C Aut(FE) eine abelsche Gruppe.

Wir setzen jeden Automorphismus v € A vermoge der Vorschrift

O ZXA’av — ZX’“/)(G”Y)
el vyel’
z1 einem Automorphismus von K fort. Es ist A := {¢| ¢ € A} eine abelsche Gruppe
von Automorphismen von K.

Fiir jedes k =3 . X7a, € K und § € Ag gilt v(k~'6(k)) =1 fiir die Ordnungsbe-
wertung v von K und das neutrale Element 1 der Gruppe T'. Es folgt v(a) = 1 fiir jedes
a€e N={k5k)|keK,§eAx}).

Damit ist die folgende Abbildung fiir jeden beliebigen Homomorphismus w : I' —

Ak ein (wohldefinierter) Homomorphismus:

w . K*/N — A](
fo EN = w(v(k))

Fiir 1,/1 € Ay gilt 3(1,7)(37)) = v(z) fiir jedes x € K. Es seien py,py € &K(p), d.h.
pL = 'L])(pg) fiir ein 1) € A und n: p — n(p) sei die Abbildung, die jedem p € 3 den

niedrigsten Koeffizienten zuordnet. Die Gleichungskette

~

v(n(pn) = v(n((p2))) = v((n(p2))) = v(n(ps))
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liefert (mit der Wahl eines beliebigen Homomorphismus o' : T — Ag) die Wohldefi-
niertheit der Abbildung:

s - { B — Ak
) Ak(p) — W(v(n(p)

5. Wieder sei K = E((I')) ein Potenzreihenkorper, und Ar C o-Aut(T') sei eine
abelsche Gruppe isotoner Automorphismen von I'. Jedem ¢ € Ar wird vermége der

Vorschrift
$:y XVay, - Y Xq,
yer yer

ein Automorphismus von K zugeordnet. Es ist Ag 1= {¢ | ¢ € Ar} eine abelsche Gruppe
von Automorphismen von K.

Es sei k € K und ¢ € Ag. Fiir die Ordnung eines Elementes k~'¢(k) € N erhilt
man: v(k7'@¢(k)) = —v(k) + o(v(k)).

Wiihlt man etwa T := (R”?, -, <) Xer (R, +, <) und

r — T

| € R7°}
(v1,72) — (v, - 72)

AI‘_{(pal{

so erhdlt man: —v(k) + o (v(k)) = (1,7) fiir ein v € R.
Es bezeichne p die Projektion: p: T' — R”", (v1,72) — 7. Damit erhalten wir:

3

Fs ist
o - K*/N — AK
0 .
KN = Gpm)

ein. (wohldefinierter) Homomorphismus.
Beweis. Aus kN = k'N folgt k= 'k" € N und damit v(k~'k") = (1,~) fiir ein v € R.
Somit ist vy (k™' N) =Tdg.
Es sei p(v(k)) = v und p(v(k")) = +/. Dann erhalten wir to(EN - K'N) = @puerry) =
Py = Py © Dy = Pp(u(k)) © Polu(k)- .
Mit jeder Wahl einer Abbildung

5 - B — AK
o ZK(]U) — 5O(ZK(p))

erhalten wir somit nach (4.1) eine starke t-Kopplung auf F'.
Es gibt mindestens 2™ Abbildungen von B in Ag.

Beweis. Fiir o,/ € R und a # o gilt ¢, # ¢o. Somit ist |Agx| = |R| und [Ag(p)] <
IR| fiir alle p € B. Da || = |K| = |E|ITI > 2B > |R| > |Ax(p)| fiir alle p € B,
erhalten wir, daf |B| > 2/®, 0
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4.3 Nicht-starke t-Kopplungen von F

Fiir ein o € Aut(K) bezeichne ¢ stets die Fortsetzung von ¢ zu einem ¢-Automorphismus
von I

Nicht-starke Kopplungen auf F' erhédlt man mit dem folgenden Verfahren — (vgl.
auch [21], (2.10):

3

(4.3) Lemma. FEs sei ¢ eine Kopplung auf K und 7 : F* — K* ein Homomorphis-
mus.

Falls ¢r(zy 0T = T 0 Gr(z) fiir alle x € F* erfiillt ist, so liefert die Abbildung
~ F* — Aut(F)
2 ~
x — Pr(x)
eine t-Kopplung auf F.
Ist ¢ keine starke Kopplung und gilt 7(K*) = K*, so ist auch ¢ nicht stark.

Beweis. Es seien z,y € F*. Da 7 ein Homomorphismus und ¢ eine Kopplung auf K
ist, gilt

e

Cr(e iy (@) = Pre)rGeimy®) = Pr@erm(r@) = Pr@) © Pry) = Pr(z) © Pr(y)-

Ist ¢ eine starke Kopplung, so gilt fiir alle z,y € K*

Przy) = Pr(x) © Pr(y) = Pr(z) © Pr(y)s alSO Cr(a)yr(y) = Prizy) = Pr(x) © Priy)-

Beispiele

1. Fiir das folgende Beispiel siche auch Satz (3.2) in [21] — h(z) bzw. n(x) bezeichne

den héchsten bzw. niedrigsten Koeffizienten von x € F™:

Fs seien ¢ eine Kopplung auf K und o € Aut(K) mit cop, = poa fir allex € K*

gegeben.
Dann sind
. F* — Aut(F)
Pa,h ~
T = Pa(h(z)
und

N { F* — Aut(F)
Pan ! -
T = Paln(z))

t-Kopplungen auf F.

Beweis. Es sei k = h oder k = n. Bekanntlich ist a0 k& ein Homomorphismus von F™* in
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K*. Da ¢,(t) = t fiir alle y € K* erfiillt ist, gilt offenbar ¢ok)) 0k = ko Gag(e) fiir alle
x € K*, somit a0 @ok(z)) © k = a0 k 0 Gar(zy fiir alle 7 € K*. Und diese Gleichung ist
wegen der Voraussetzung mit @a(k(z)) 0000k = ok 0 Goi(zy fiir alle € K* gleichwertig.

Aus (4.3) (angewandt auf a o k = 7) folgt nun die Behauptung. O

Bemerkung. Es seien I, I. Schiefkérper, ¢ eine Kopplung auf 7. sowie ¢ eine solche
auf L. Dann bezeichnet man ((I')¥, L')/(L?, L) nach [21] als Paarerweiterung, falls
L ein Teilschiefkorper von L' sowie L¥ ein Teilfastkorper von (L’)‘P' ist. Im Fall o =1Idg
handelt es sich nach [21] bei (F%=#, F) — k € {h,n} — um eine Paarerweiterung von
(K?,K). Dies gilt fiir & #Idx im allgemeinen nicht.

2. Wieder sei ¢ eine Kopplung auf K.

Es sei w eine Bewertungsfortsetzung einer Bewertung v von K auf F' mit der Wer-
tegruppe [, und es sei o : I, — K* ein Homomorphismus (man beachte, dafy Bewer-

tungen von F' = K (t) invariant sind).
Wir setzen 7 := ow.
Fir alle x € F* gelte $r () € w-Aut(F) und @rmy o7 =T.
Dann, liefert die Abbildung

~ F* — Aut(F)
w: ~

xT — ©r(x)
eine t-Kopplung auf F.
Beweis. Es ist 7 ein Homomorphismus von F™* in K*, und die Voraussetzungen besagen,
dafl fiir alle x € F™*

TOQST(:E):UOMO(ET(:E):O-OC‘):T:WT({E)OT

erfiillt ist. Man beachte nun Lemma (4.3). O

Bemerkungen. (I) Es ist ¢, ;) o 7 = 7 insbesondere dann erfiillt, wenn 7 ein Ho-
momorphismus von F™ in den Fixfastkérper P, von A, ist.
(IT) Auch bei diesen Beispielen handelt es sich im allgemeinen nicht nm Paarerwei-

terungen.

46



Kapitel 5
K-Kopplungen von F

Es sind ein Korper K und eine transzendente Erweiterung F' := K (t) gegeben.

Zur Konstruktion von Kopplungen ¢ auf F' mit A, C Autg (F) sind zahlreiche Me-
thoden bekannt (vgl. [29]). Wir behandeln in diesem Abschnitt ausschlieSlich starke
Kopplungen & auf F' mit A, C Autg(F) und nennen solche Kopplungen kurz starke
K-Kopplungen.

Eine Beschreibung aller starken K-Kopplungen wurde bereits von H. Wéhling in [29],
S. 157ff angegeben. Diese Ergebnisse werden in Abschnitt 5.2 wiederholt und etwas
verschirft.

In Abschnitt 5.3 zeigen wir, daf}, falls £ eine starke K-Kopplung auf F' ist, der
Dicksonsche Fastkérper F* isomorph zu einem Fastkdrper F* ist, wobei ¢ eine Kopplung
vom Typ 1 bzw. 2 bzw. 3 ist und diese drei Typen starke K-Kopplungen von einfacher
Form sind.

Mit Hilfe von Ergebnissen in [11] wird dieses Kapitel dann in Abschnitt 5.4 durch
Beispiele erginzt.

5.1 Bezeichnungen

Wir bezeichnen starke Kopplungen &, deren Dicksongruppe A, in Autg (F) enthalten
ist, als starke K-Kopplungen. Die Menge der nichttrivialen starken K-Kopplungen

bezeichnen wir mit K-R;.

Es seien 90t die K-Algebra der quadratischen zweireihigen Matrizen iiber K, I die
Einheitsmatrix aus 9t und 9™ := GL(2, K') die Einheitengruppe von 9t. Weiterhin seien
A=K Afiir Ac M, U:={A|A e U} fiir jede Teilmenge 4l von M, inshesondere
M = M /(K* - I) die projektive lineare Gruppe und Zgyx (M) der Zentralisator von
M in 90T~.
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Es bezeichne D(M) die Determinante und S(M) die Spur von M € 9 sowie P die

Menge der normierten Primpolynome aus K[t].

Fiir einen K-Automorphismus 1 von F sei ¢(t) = %= mit a,b,¢,d € K und ad # cb.

ct+d
Es ist bekanntlich

(1) m:p — (: Z)

ein Isomorphismus von der Gruppe Autg (F) auf 9t*.

a b

Fiir eine Matrix 4 = J € M sei der durch £4(t) = ‘lejr's gegebene K-
c

Automorphismus €4 von F' erklart. Es gilt:
(i) ea=¢ecp < BcA
Niitzlich und wohlbekannt ist:

(5.1) Fiir M, N € 9 gilt

—1
EMN —ENOEM und Epy —EM—1-

Wegen des hdufigen Auftretens bezeichnen wir den Sachverhalt, dafi eine Gruppe T’

keine Kleinsche Vierergruppe ist, kurz mit I’ # V.

5.2 Die starken K-Kopplungen von F

5.2.1 Vorbereitungen

H. Wihling untersuchte in [29] die starken K-Kopplungen £ von F. Wir geben diese

Ergebnisse, soweit sie hier bené6tigt werden, wieder:

Fiir die folgende Aussage (¢) vgl. man [29], S. 158; die Aussagen (a) und (b) sind

3

wohlbekannt:

(5.2) (a) K - I ist das Zentrum von .
(b) Fiir jedes A € M\ K -1 ist K- A+ K - I der Zentralisator von A in 9.

(c) Eine mazimale abelsche Untergruppe von > ist eine Kleinsche Vierergruppe
oder von der Form Zgyx(A) fir eine Matriz A € M\ K - 1.

Das Bild jedes Homomorphismus von F™ in 9% ist abelsch. Somit folgt — fiir = vgl.

(4):
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(5.3) Zu jedem ¢ € K-Ry mit Ap #V gibt es eine Matriz: A € 9\ K - I derart,

d(],]g 7T€(F*) C Zgﬁx (A)

Es sei ¢ € K-R,. Wir nennen jede Matrix A, die me(F*) C Zgyx (A) erfiillt, eine zu
¢ gehorige Matrix.

Von der folgenden wohlbekannten Tatsache machen wir mehrfach Gebrauch:

(5.4) Fs sei A eine zu einer nichttrivialen starken K-Kopplung e gehirige Matriz.
Dann gilt:
Es ist B € M genau dann eine zu € gehorige Matriz, wenn B € K*- A+ K - 1.

Insbesondere gilt: Fir jedes Be K* - A+ K -Tist K-A+K-I1=K-B+K-1I.

Es sei ¢ € K-R, mit A, # V. Fiir jedes ¢ € A\ {Idr} gilt ¢ = ¢4 fiir eine Matrix
AeM*\ K -I. Esist A eine zu e gehdrige Matrix.

Wir halten fest — vgl. auch [29], S. 150:

3

a b

(5.5) Lemma. Fs seic € K-R; und A = ( 4 ) c M\ K -1 eine zu e gehirige

c
Matrix.

Dann gilt:
(1) Hat A genau einen Figenwert X\, dann gibt es eine Matrix M € 9, so daf

)
T

M~".B-M die Form mit z,y € K fiir alle B€ K*-A+ K - I hat.

A

Dabei ist M =
Ta Y2

), wobes (x] ) ein Figenvektor zu A ist, der durch
T2

th
Y2
(2) Hat A zwei verschiedene Figenwerte A und i, dann gibt es eine Matriz M € 9%,

2u einer Basis des K? erginzt wird.

0
so daff M~ '-B-M die Form g mit z,y € K fir alle Be K*-A+ K -1 hat.
Y

Dabei ist M = ( 4 ), wobet ( o ) bzw. ( 4 ) FEigenvektoren zu A bzw. 1
)

T2 Y2 Yo
sind.

(8) Hat A keine Eigenwerte und gilt CharK # 2, so kann man o. E. voraussetzen,

0
dafy S(A) = 0. Weiter gibt es eine Matriz M € 9>, so daf M~ - A- M = ( g )
z
firy,z € K*.

Beweis. (1) und (2) folgen mit elementaren Mitteln der Linearen Algebra.
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(3) Bsist A':= A—1S(A)-T € K*- A+ K -T\ K -T und S(A") = 0. Mit (5.4) folgt,

dafl A" eine zu £ gehorige Matrix ist. Es sei also nun S(A) = 0 vorausgesetzt.

b 1 -1
Ist A = ( “ ) , und setzt man M := ( 0 a,cl ) —es ist ¢ # 0 — so folgt, daf}
Cc —a

M=t A-M= Y fiir gewisse 1y, z € K*. O

z

Es seien a € K, c € K\ K@ ! gegeben und A := ( ‘1" ¢

—a

) . Ferner sei e ¢ K und

K. := K U {e}, und es sei eine Verkniipfung o4 in K, vermoge

{ e, falls a +b=0
aosb:=

ab—D(A)
DA falls a+b# 0

filr alle a,b € K sowie e oy a := a =: a oy e fiir jedes a € K, erkldrt. Nach [29], S. 159

3

ist (K., 04) eine kommutative Gruppe; und die Abbildung

ist ein Isomorphismus von der multiplikativen Gruppe Zgyx (A) "in (Ke,04).

5.2.2 K-£,
Mit (5.5) und [29], (8.5) gilt:

(5.6) (a) Fs seien M € 9=, p ein Homomorphismus von (K*,-) in (K,+) und o
eine Abbildung von B in K mit der Eigenschaft:
Fir alle p € B und = € F* gilt

(r(5)) =

wobei T den eindeutig bestimmten Homomorphismus von (F*,-) in (K,4), der p und o

fortsetzt, bezeichnet und ay, by, ce, d, € K durch

A= a; by _ M. 1 7(x) e
¢y dy 0 1

LK) bezeichne die Menge der Quadrate in K.
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F* — A?If}( (F)
[
x — EA

eine starke K-Kopplung auf F'.

(b) Es seien M € 9, p ein Homomorphismus von (K*,-) in (K*,-) und o eine
Abbildung von B in K* mit der Figenschaft:

Fir alle p € P und x € F* gilt

T (p (%)) = o(p),

wobei T den eindeutig bestimmten Homomorphismus von (F*,-) in (K*,-), der p und o

fortsetzt, bezeichnet und ay, by, ¢y, d, € K durch
Am — Gy ba: — M- T(CL‘) 0 N M—l
Cz dg 0 1
gegeben sind. Dann ist

F* — AUfK (F)
g
x — £4,

eine starke K-Kopplung auf F'.

(¢c) Fs seien A = ( ClL ¢ ) € M\ K -1 eine Matriz ohne Figenwerte in K,
—a
0
M € 9 eine nach (5.5) existierende Matriz mit M~'-A-M = g , firy,z € K*,
z

p ein Homomorphismus von (K*,-) in (K,,04) und o eine Abbildung von R in K, mit
der Figenschaft:
Fir alle p € B und = € F* gilt
(5 (r(x)+a)-t+c
1t + (r(z) — a)

wobei T den eindeutig bestimmten Homomorphismus von (F*,-) in (K,,04), der p und

)) = o(p), wenn 7(z) # e,

o fortsetzt, bezeichnet.

Fs sei D, = ( m(z) e

) ) (falls () # e) und D, = I (falls 7(x) = e). Dann ist
7(x)

F* = Autg(F)
[
T — EM.Dyp-M-1

eine starke K-Kopplung auf F'.
(d) Ist umgekehrt e € K-Rs, A. #V und CharK # 2, so kann ¢ auf eine der in (a),

(b) und (c) beschriebenen Weisen konstruiert werden.
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5.3 Reduktion

5.3.1 Isomorphiebetrachtungen

Wir zeigen, daf} es im wesentlichen nur drei Typen von starken K-Kopplungen auf F°
gibt. Die Zugehorigkeit einer Kopplung zu einem Typ ist abhéngig von der Anzahl der

Eigenwerte einer zu der Kopplung gehérigen Matrix A.

Wesentliches Hilfsmittel ist hierfiir der Teil (a) der folgenden, in [29], S. 87 angege-

3

benen Aussage:

(5.7) Es sei T ein Isomorphismus zwischen den Fastkorpern F' und F'.
(a) Fs ist

A(F) — A(F")

' (F")* — Aul(F") (r € F*)
K — K x
T(¥) = Ky = TR

. .. . . . . !
eine Bijektion, und T ist ein Isomorphismus von F* auf (F")* .

Die Aussage gilt entsprechend fiir K5 anstelle von K.

(b) Sind w eine Bewertung von F' und k eine Ay,-Kopplung (bzw. w-Kopplung) (vgl.
Abschnitt 8.1) auf F, dann ist &' (vgl. (a)) eine Ay -Kopplung (bzw. w'-Kopplung) auf
(FNY, wobei w' := wr™", und es gilt dann (F"*,w) = (F")*,w').

Beweis. (a) Vgl. [29], S. 87.

(b) Offenbar ist w' := wr ' eine Bewertung von F' mit Ty = [y. Zu z € F’ sei
y € Fmit z = 7(y) gewidhlt. Aus z € Ay & w'(z) < w'(l) & wrl(z) = wly) <
w(l) s ye Ay, <z € 7(Ay) folgt Ay = 7(Ay).

Es sei k eine A,-Kopplung. Aus k,(A,) = A, fiir alle x € F* (vgl. (1.9.a)) folgt
Koy (T(Aw)) = Tr, 77 H(7(Ay)) = 7(Aw). Nach (1.9.a) ist & eine A,/-Kopplung.

Und ist « eine w-Kopplung, so folgt aus wk, = w fiir alle x € F*, daf§ ’U)’/ig_(m) =

wr Tk, = wr ! = ' fiir jedes € F*. Also ist &’ eine w’-Kopplung.
Offenbar haben die Bewertungen w'r und w den Bewertungsring A,,, hieraus folgt

die Tsomorphieaussage. O

5.3.2 Fallunterscheidung

. by

Cy dm

Esseie:x — g4, € R(F) (4, = ( )),Ae #V,CharK # 2und A € M \K-T

eine zu ¢ gehorige Matrix.

Fall I: Die Matrix A besitzt genau einen Eigenwert A in K.
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Fall II: Die Matrix A besitzt zwei verschiedene Eigenwerte A und p in K.
Fall I1I: Die Matrix A hat keine Eigenwerte in K, und es sei S(A) =0 — vgl. (5.5).

Diese Fallunterscheidung ist offenbar unabhéngig von der Wahl der Matrix A.

Nach (5.6.d) gibt es eine Matrix M € 9™ und einen Homomorphismus 7 derart, daf}
einer der in (a), (b) oder (¢) beschriebenen Fille aus (5.6) vorliegt. Mit dieser Matrix
M folgt:

(5.8) Lemma. Es gilt [ = F° — dabei ist
F* — Aut]( (F)

£
{ 8]\4(1‘) — €D,

m(z) 0 _ [ 7@ ¢
o) (P D= |7 T(@)

(falls T(x) # e) und D, =1 (falls T(x) = e) und ¢ € K* (Fall III).

1 7(x)

mit D, = (Fall 1); D, =

Beweis. Setzt man in (5.7) 3y = 7, so erhidlt man mit (5.1): ep(x) — epEq, -1 =
Er-1A,M = €p,, wobei D, nach (5.6.a) (Fall I) bzw. (5.6.b) (Fall II) bzw. (5.6.c) (Fall
IIT) die geforderte Form hat. O

Wir verwenden weiterhin die Bezeichnungen aus (5.8):

Es ist 7 := 7ep-1 ein Homomorphismus von (F*,-) in (K,+) bzw. (K*,-) bzw.
; - 1 7(x ~ r(x) O
(Kg,04,) (wobei Ag = ( (1) E] )) und fiir D, = ( 0 7'(17") ) (FallT); D, = ( 7'(07") . )
- () ¢

(Fall TI); D, = (falls 7(z) # e) und D, = I (falls #(z) = e) und ¢ € K*

7(x)
(Fall TIT) gilt:
. ) T = Autg(F)
£ x — 8,31

Bezeichnungen. Wir nennen eine nichttriviale starke K-Kopplung € : 2 — &,y
auf F' mit einer zu & gehoérigen Matrix A und dem Homomorphismus 7 (vgl. (5.6)) eine
Kopplung vom Typ 1 bzw. vom Typ 2 bzw. vom Typ 3, wenn 7 ein Homomorphis-
mus in (K, +) bzw. in (K*,-) bzw. in (K., 04) ist und r(z) = t+7(z) bzw. r(z) = 7(z) -t

T,g(jfléj)c fiir alle x € F* gilt.

bzw. r(z) =
Mit diesen Bezeichnungen folgern wir aus (5.8):
(5.9) Korollar. Fs sei ¢ € K-R,, A, # V und CharK # 2. Dann ist F* isomorph
2u F2, und € ist eine Kopplung vom Typ 1 oder Typ 2 oder Typ 3.
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5.4 Beispiele

Kopplungen vom Typ 1 bzw. Typ 2 erhélt man nach H. Wihling auf folgende Weise
(vgl. [29], S. 162):

Typ 1. Es seien p ein Homomorphismus von (K*,-) in (K,4), w eine beliebige
Abbildung von N in K und 7 der p und

0_{ T — K
| p — w(deg(p)

fortsetzende Homomorphismus von (F*,-) in (K, +).
Fiir alle p € B und = € F* gilt dann 7(p(t + 7(x))) = o(p).
Folglich wird durch

£zl = Idg und e,.(8) =t+7(x) (x € F")
eine starke K-Kopplung ¢ auf F' erklért.

Typ 2. Es seien w eine beliebige Abbildung von N in K* und 7 der p: (K*,-) —
(K*,-), z — 1 und
_ { BT — K~
Tl o wldes)
fortsetzende Homomorphismus von (F*,-) in (K*,-).
Fiir alle p € B und z € F gilt dann 7(p(r(x) - t)) = o(p).
Folglich wird durch

ezl = Idg und e,(t) :==7(z) -t (x € F")
eine starke K-Kopplung ¢ auf F' erklart.

0
1
D. Groger bewies in [11], (6.2) folgenden Hilfsatz in einer allgemeineren Form.

3

Typ 3. Im folgenden sei K # K@, und es sei A := (C) fiir ein ¢ € K\ K@,

(5.10) Fs seien p € K|[t] ein normiertes Primpolynom mit dem Grad n und a € K.

Weiter sei § ein K-Automorphismus von F mit §(t) = ‘ﬁ;f gegeben.
Dann ist — fir p # t —a — auch ps = p(a)™' - (t + a)® p(‘ﬁ’;) ein normiertes

Primpolynom aus K[t] mit deg(ps) = n.

Beweis. Mit p = Y7 a;t’ ist p/ == (t+a)"- > ai( %S = Y01 ai(at+c)' - (t+a)" " €
Kt



Der hochste Koeffizient von p/ lautet > a;a’® = p(a) # 0 — somit ist ps normiert
und der Grad von py gleich n.
Es sei ps = q1¢5 - - - q;, eine Zerlegung von p; in irreduzible Faktoren ¢} € K[t] und

k; == deg(q}) fiir alle j € {1,... ,m}. Esist (t+a)" - p(4=) = k - ¢iqy - - - g}, k € K~

at—c

und Anwendung des ¢ in iiberfithrenden K-Automorphismus von F' liefert

—t+a
a’>— ¢ at — ¢ at — ¢ 1 1
Ty — k.o g B R —
Gk oG ) ml 5 (—tt a7 (—t+ a)fn !

fiir gewisse ¢; € K[t] mit deg(q;) = k; fiir alle j € {1,... ,m}. Mit ks + ...+ kn =n
folgt p = (Q%C)nql - ... qm, und wegen der Irreduzibilitit von p gilt m = 1. O
Weiterhin benétigen wir:

(5.11) Es sei A eine Untergruppe von Autg (F), und fir jedes 6 € A\ {Idk} gelte
§(t) = 2= fiir ein a € K. Dann gilt:

t+a
A operiert auf der Menge B der normierten Primpolynome vom Grad > 2 vermdge
AxPy — Po
(67 p) — Ps

— dabei bezeichne ps das gemdf (5.10) zu p gebildete normierte Primpolynom.

Beweis. Nach (5.1) und der Konstruktion unter (5.5) gilt, wenn A(a) := ( ClL ¢ ) fiir
a

a € K und A(e) := I gesetzt wird:

(%) €4(a) © EA(a)) = EA(aona’)-
Wir haben (ps)s = pos fiir jedes p € Py und alle § = €43y, 6" = c4¢yy € A 7u zeigen.
Es sei p € Py mit deg(p) = n gegeben.

1. Fall: Es sei a +a’ # 0.
Es gilt wegen (5.10):

(pé)& = pa(a’)fl'(tﬂLa’)n'ﬁA(a')(pa) = pﬁ(a’,)il'(t_'_a,)n'p(a)ilfA(a’)((t_'_a')n)'gA(a’)ogA(a) (p)

und
pss = placsa) ™ - (t+ (aoya))™- € Aaonar) (D)
Und (t+a')" - ca@ny((t+a)”) = (t+a')" - (% +a)"=(t+c+a-t+a-a) =
((a+a)-t+(a-ad+e)*=(a+a)" - (t+aosa)"
Da pgs und (ps)s normiert sind, folgt mit (x) die Regel (ps)s = pss-

2. Fall: Es seia +a' = 0.
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Wegen §'§ =Idf gilt pss = p, und nach dem 1. Fall ist (ps)y = ps(a’) ™" -p(a) " - (a-
a’'+ ¢)™ - p. Und da pgs und (ps)s normiert sind, folgt wieder (ps)s = psrs- O

Es seien nun k : Py — K, eine nichtkonstante Abbildung und A die von {e¢|C €
A+ (k(Ba) \ {e}) - I} erzeugte Untergruppe in Autg(F). Wir bezeichnen mit 9B die
Menge der Bahnen der Operation A x Py — P, (§,p) — ps (vel. (5.11)).

Mit dieser Operation folgt nun:

(5.12) FEs seien oy(t — 2z) = e fir alle z € K, 09 : Po — K., p — k(p) eine auf
den Bahnen der Operation konstante Abbildung und 7 : (F*,-) — (K.,04) der o1 und

oy fortsetzende Homomorphismus mit T|r+ : x — e. Dann gilt:
Die Abbildung

F — Aut]((F)
[
T — €D,

m(z) ¢
1 7(x)
Kopplung vom Typ 3.

mit D, = ) (falls 7(x) # e) und D, = T (falls T(x) = e) ist eine

Beweis. Es seien p € P und 2 € F*. Es bezeichne a := 7(z) und 6 :=ep_. Fallsp=1t—=

fiir ein 2 € K, so ist 7(p(3(t))) = 7(£HEE==4) = e = oy (p). Falls deg(p) > 2, so folgt

mit p(§2£€) = (p(a)) - (t +a)™" - ps (vel. (5.10)), daB 7(p(8(t)) = 7(ps) = o2(ps) = o2(p).
Nun beachte man noch (5.6). O

Nach (5.10) ist deg(ps) = deg(p) fiir alle p € Py und § € A. Fordert man daher
n (5.12), dafl oy eine fiir den Grad der Polynome aus 9, konstante Abbildung ist, so
erhdlt man die von D. Gréger in [11], (6.7) angegebenen Beispiele:

(5.13) Es seien k : N — K, eine nichtkonstante Abbildung mit k(1) = e, o(p) :=
k(deg(p)) fir allep € W und : (F*,:) — (K., 04) der o fortsetzende Homomorphismus
mit T|r- & — e. Dann gilt:

Die Abbildung

.. { F* — Autg(F)
T — ep,

mit D, = (falls 7(x) # e) und D, = T (falls T(x) = e) ist eine
Kopplung vom Typ 3.

Méichtigkeitsaussagen:

(5.14) Fs sei Char(K) = 0.
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a) Es gibt hichstens 2IF1 starke K-Kopplungen auf F.
b) Falls K iberabzihlbar ist und K # K@ gilt, so gibt es 2151 starke Kopplungen auf
F wvon der in (5.12) beschriebenen Form.

c) Es gibt hichstens | KX starke Kopplungen der Form (5.13).

Beweis. a) ist klar.

b) Es seien Py die Menge der nichtlinearen Primpolynome, P der Primkdrper von
K und k sei eine Abbildung von B, in P, (vgl. die Betrachtung vor (5.12)), und es
sei A die von {e¢|C € A+ k(Ps) - I} erzeugte Untergruppe in Autg(F). Es ist dann
|A| < |P|. Somit gilt fiir alle B € % : |B| < |P|. Da K # K®, ist t> — b € 9P, fiir
jedes b € K\ K@, Also gilt |Ps| = | K|, so daB |B| = |%P,|. Damit gibt es also 2!¥]
verschiedene Abbildungen von % in P..

¢) Es bezeichne N(K) die Menge der natiirlichen Zahlen n, fiir die es ein Primpoly-
nom iiber K gibt, dessen Grad n ist. Damit gibt es |K [Nl mggliche Abbildungen &
von N in K, mit k(1) = e. O
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Kapitel 6
(K - t)-Kopplungen

Es sind ein Korper K und eine transzendente Erweiterung F' := K (t) gegeben.

Jeder (K)-Automorphismus ¢ von F' hat nach (3.11) eine Zerlegung der Form ¢ =
£ 20pg. Dabei ist € 4 ein K-Automorphismus und ¢ ein t-Automorphismus. Naheliegend
ist daher die Frage, ob sich eine (K)-Kopplung « (d.h. die Dicksongruppe A, der Kopp-
lung & ist in Autgy(F) enthalten) in ein Produkt von K- und t-Kopplungen zerlegen
1a83t. Dies ist im allgemeinen nicht der Fall (vgl. die Bemerkung nach (6.1)). Die allgemei-
ne Beschreibung der (K)-Kopplungen erweist sich als aufierordentlich kompliziert (vgl.
(6.1)). Es 1d8t sich jedoch aus einer (starken) K- und einer (starken) #-Kopplung, un-
ter gewissen Vertriiglichkeitsbedingungen der beiden Ausgangskopplungen, eine (starke)
(K)-Kopplung im Sinne eines Produktes erkldren (s. (6.2)). Jede so gewonnene (starke)
(K)-Kopplung nennen wir (starke) (K - t)-Kopplunyg.

Wir zeigen dann im Abschnitt 6.2.1, daf} jeder durch eine starke (K - #)-Kopplung,
auf F' gewonnene Fastkorper, wobei die K-Kopplung nichttrivial ist, isomorph zu einer
Ableitung von F' ist, die durch eine Kopplung von einfacher Form gewonnen werden
kann: Mit Ausnahme eines Falles ist dies wieder eine starke (K - t)-Kopplung auf F,
wobei dann die K-Kopplung dieses Produktes eine Kopplung vom Typ 1 oder Typ 2
oder Typ 3 ist. Den Ausnahmefall diskutieren wir in Abschnitt 6.2.2.

Jede starke t-Kopplung 1aft sich mit Hilfe eines Homomorphismus t und einer Abbil-
dung s beschreiben (Kapitel 4). Ahnlich ist die Situation bei den starken K-Kopplungen
(Kapitel 5) — hierbei erfolgt die Beschreibung durch einen Homomorphismus p und einer
Abbildung ¢. Wir driicken im Abschnitt 6.3 die an die starken K- und #-Kopplungen
gerichteten Vertrdglichkeitsbedingungen dafiir, dafl es sich bei deren Produkt um eine
(K - t)-Kopplung handelt, durch diese Abbildungen t, s, p und ¢ aus und konstruieren
mit Hilfe dieser Ergebnisse in Abschnitt 6.3.2 Beispiele von (K - t)-Kopplungen.
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6.1 Zerlegung

Wir untersuchen Kopplungen (bzw. starke Kopplungen) x auf F, die A, CAut(x)(F)
erfiillen und nennen solche Kopplungen kurz (K)-Kopplungen (bzw. starke (K)-
Kopplungen — in dieser Situation schreiben wir x € (K)-R (bzw. k € (K)-R;).

b
Fiir A = ( . d) € M* = GL(2, K) (vgl. Abschnitt 5.1) sei ¢ := ‘le:[l’)’ erklért.
C

Wir benutzen in diesem Abschnitt 6.1 der Ubersichtlichkeit halber die Schreibweise ¢,
anstatt € 4 — vgl. Abschnitt (5.1): Es ist €, der K-Automorphismus von F, der €,(t) = ¢
erfiillt.

Im folgenden wird mehrfach von der nach (3.11) geltenden Zerlegung eines (K)-
Automorphismus k, Gebrauch gemacht: k, = e, ) o kKo, dabel ist &) der k) = K|k

fortsetzende t-Automorphismus von F'.

(6.1) (a) Es ist k : F* — Aul(F), © — Ky = &x,( © Ko genau dann eine (K)-
Kopplung, wenn fir alle x,y € F™* gilt
() Erppn(® = Era(t) © ERY sy (1)
(47) Egnx@) = Ry 0 K.
s ist K : — Aut(F), = — k; genau dann eine starke -Kopplung, wenn
b) Fs ist k1 F* Aut(F d ' tarke (K)-Koppl
fir alle xz,y € F* qilt
(D) Ereyt) = Enatt) © ERUmy (1) YN Enpy () = Ey 1)
N0 _ 0 0 ~0  _~0
(11) Ky =Ky 0Ky und K, ) = k.

Beweis. Offenbar gilt fiir alle z,y € F*: K} 0 £, () = £50(s,(1)) © Fp- Damit erhilt man
e © hiy = Eiy (1) © Fop © Einy (1) © Fry = Era(t) O ERYey (1) © i O By = Kma () = Eianpiyp(1) O () &
i), (7). Mit der Bemerkun nach (1.2) erhiilt man entsprechend die Aussage fiir die
), (7). Mit der Bemerkung (g) nach (1.2) erhiil hend die Aussage fiir di
starke Kopplung. O

Bemerkung. Es seien x : F* — Auty(F), © — Ky = x4 © @, eine (K)-
Kopplung. Die Abbildungen e : F* — Autg (F'), © — e, baw. ¢ 1 F* — Auty(F),
T — ¢, sind dann im allgemeinen keine Kopplungen auf F:

Es seien z € K, ¢ € Aut(K) und ¢ bezeichne die Fortsetzung von ¢ zu einem
t-Automorphismus von F.

Wir setzen 2y := 1 und fiir alle & € N seien z; := 2¢(2) - ... - ¥ 1(2) sowie z_; =
(') ()

Bekanntlich ist die Abbildung d : = = 5 — deg(f) — deg(g) von F* in Z ein

Homomorphismus.

Damit gilt:
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Fs ist
F* — Aut(F)
K .
T a0 (pd.(a:)

eine starke (K)-Kopplung auf F', und es ist, falls ¢(z) # =,

8:{ F* — Aut(F)

e — gzd(r)'t

keine Kopplung auf F.

Beweis. Offenbar ist x eine Abbildung von F* in Aut(k)(F'). Es seien z,y € F*. Es
gilt d(k.(y)) = d(y). Wir setzen a := f,(y). Dann ist £, = £,,,,4 0 %D (y) und K, =
€ zatuyt © . Wegen d(a) = d(y) (und somit zqu) = 2aqy)), liefert dies r, ) = Ko = Ky,

Eine elementare Uberlegung zeigt: (*) Z(a(z)+d()) = Zd(z) -wd(x)(zd(y)). Damit erhalten
wir — mit den Akiirzungen m := d(z) und n := d(y):

Fry = Ezp0nyyt © (Zd(‘/ﬂy) = Ezmint© g = Ezm o™ (zn)t © oyt =¢,,40 Egm(zn)t © @™o
" =€, 00" 0E,, 4 0@ = Ky O Ky,

Es seien z,y € F* und a = ze,,,,4(y). Damit ISt €.+ = 20048200t = Ezaeyzag t
— wegen d(a) = d(zy) = d(z) + d(y) — gleichwertig mit zgw)2a) = Za)+dy) ©)
Zd(x) * 4) (2aqy)). Wire also ¢ eine Kopplung, so wire fiir alle z,y € F™* die Gleichung

¢ (240)) = Zagy) erfiillt, insbesondere also auch ¢(z) = . O

~d

Bemerkung. Esist ¢ : I* — Aut(F), 2 — ¢%* hingegen eine starke t-Kopplung.

Um (K)-Kopplungen auf F' zu gewinnen, ist folgendes Vorgehen naheliegend:

Es seien
F* — Allt]((F)
€
z — Er(z)

mit r(z) = ‘Cl:ttig: Gz, by, Cp,dy € K und a,d, — byc, # 0 eine K-Kopplung auf F' und

1l = Oy

eine t-Kopplung auf F.

Mit diesen Kopplungen 148t sich — unter weiteren Voraussetzungen — eine (K)-
Kopplung auf F' konstruieren:

(6.2) (a) Es ist
F* — Aui(F)
z — Er(z) © Lo

(*) (6-<ﬁ):{
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genau dann eine (K)-Kopplung auf F, wenn fir alle z,y € F*

(1) r(py(2)) = @y (r(x)),

(7%) Vet ® — P

(b) Fs seien ¢ und ¢ starke Kopplungen auf F'. Es liefert (x) genau dann eine starke
(K)-Kopplung auf F, wenn fir alle z,y € F*

(1) @y(r(z)) =r@),

(i) (o)) = (),

(#8)  Pe o) = P

(¢) Es seien ¢ und ¢ starke Kopplungen auf F' und P, der Fizfastkirper von A,.

Fiir die Bedingungen (i), (it), (iid) aus (b) gilt:

(1) & {r(z)|ze F*} CP,.

(1), (17), (i1d) < & ist eine starke Kopplung auf F¥ und ¢ ist eine solche auf F*.

Beweis. Es seien 2,y € F*. Wegen (7i) in Abschnitt 5.1 sei o. E. fiir r(z) = %

angenommen, dafl eines der Elemente a,, b, ¢, d, gleich 1 ist.

(a) Esist (£ @)ty = (€-9)a0(E-90)y & Eroe,mora(y)) © Pre,mopuly) = Eria) © Pr©
Er) Py 7 Erlpn) © Papace, 1, @) = PrOfr(y) 0Py = Epu(r(y) O Pu 0Py < r(ee(y) =
Calr(Y): Ce 1,000 = P

(b) Es gilt (£ @)y = (€- @)z 0 (E-¥)y & Ertay) © Py = Er(z) © Pa O Er(y) © Py &
Er(y) O Pr = Pz O Ergy) < T(y) = we(r(y)). Die Behauptung folgt nun mit (a).

(¢) Die Gleichwertigkeit von (7) und {r(z) |z € F*} C P, ist klar.

Eine elementare Rechnung zeigt, daf die Bedingungen (¢), (i), (¢i7) gleichwertig da-
mit sind, dafl £,(,) bzw. @, fiir jedes z € F'* Automorphismen von ¥ bzw. F* sind (vgl.
auch [29], Kapitel IT, (2.4)).

Die Invarianzbedingungen Erlerm®) = Er(y) fiir alle z,y € F™ an ¢ auf F¥% bzw.
Gyo(y) = Py filr alle z,y € F* an ¢ auf F* sind trivialerweise erfiillt. Es seien o, bzw. o,

die Multiplikationen in F*® bzw. in F¥. Dann gilt fiir x,y € F™:

Er(wopy) = Er(zpe(y)) = Er(x) O Er(pa(y)) = Er(x) © Er(y) < Er(pa(y)) = Er(y)s
und
Crory = Pae,m(y) = Pr O Peny) = Pz 0 Py < Peroy) = Py
(Il
Bezeichnung. Sind ¢ eine K-Kopplung (bzw. starke K-Kopplung) auf F, ¢ eine t-
Kopplung (bzw. starke +Kopplung) auf F' und sind die Bedingungen (7), (i7) aus (6.2.a)
(bzw. (©), (é), (i4¢) aus (6.2.b)) erfiillt, so nennen wir die (K')-Kopplung (¢-¢) auf F' eine
(K -t)-Kopplung (bzw. starke (K -t)-Kopplung) auf F' —in Zeichen (¢-¢) € (K -t)-8
(bzw. (g - @) € (K - t)-Rs).
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6.2 Starke (K -t)-Kopplungen

Das Ziel dieses Abschnitts ist der Nachweis, daf} jeder durch eine starke (K -#)-Kopplung
(¢ - ¢) auf F gewonnene Fastkorper, wobei e nichttrivial ist, bis auf Isomorphie durch
eine starke (K)-Kopplung im Sinne eines Produktes £ - ¢ gewonnen werden kann, wobei
¢ eine Kopplung vom Typ 1 oder Typ 2 oder Typ 3 ist und ¢ dabei entweder eine starke
t-Kopplung (es ist dann & - ¢ = (¢ - ¢) wieder eine starke (K - #)-Kopplung) oder eine
(K)-Kopplung der Form z — ef](x)qﬁx ist — dabei ist ¢ : x — ¢, eine starke t-Kopplung
von F, «(z) € {0,1} und J = (1) (1) .

6.2.1 Reduktion

In diesem Abschnitt sei folgendes vorgegeben:

Es seien CharK # 2 und ¢ € K-R,. Weiter sei (¢ - ¢) € (K - t)-R,. Dabei seien 7
der zu ¢ gehdérige Homomorphismus (vgl. (5.6)), A, keine Kleinsche Vierergruppe und
A € M eine zu ¢ gehdrige Matrix, die, falls A keine Eigenwerte in K hat, S(A) = 0
erfiille — vgl. (5.5).

Erste Reduktion:

Nach (5.8) gibt es eine Matrix M € 9>, so daf} F* & F*, wobei ¢ eine einfache Form
hat:

(6.3) Lemma. Es ist [¢¥) 2 [eevven—1 — dabei ist € - 08 p-1 eine starke (K)-

Kopplung auf F und ¢ eine Kopplung der Form & : ey(7) — ep, mit Dy = M ' - A, -

1 0
M = 0 7'(1.27) ) (falls A genau einen Eigenwert in K hat) bzw. D, = ( 7'(0.27) . )
. . . . T(z) ¢
(falls A zwei verschiedene Eigenwerte in K hat) bzw. D, = ) () (falls
7(z

() # e) und D, = I (falls 7(x) = e) (falls A keine Eigenwerte in K hat) — dabei
istce K\ K@,

Beweis. Mit (5.1) gilt eyea, pefrr—1 = EMEAEM-1EMPLENM-1T = Ep—1 A, MEMPeE M1 -
Nach (5.7) — angewandt auf k = (¢ - @) und 7 = &3y — ist € - ey @ epm(x) —
€D, EMPeE -1 mit Dy := M LA, M eine starke Kopplung auf F', wobei € : ey/(z) — £p,
nach (5.8) die geforderte Form hat. O
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Zweite Reduktion:

Durch geeignete Wahl der Matrizen A und M gelingt es, in € - eprpep—1 den Aus-
druck e/-12 7u vereinfachen, ohne dafl sich dabei der erste Faktor € dieses Produktes
verindert:

by b
Fiir einen #-Automorphismus ¢ von F' und fiir eine Matrix B = ( bl b2 ) eMm
3 04

21

22

by bo . 1/)(51) 1/)(52) - 21 _ 1/)(21)
¢<<b3 b4)>_<1/)(b3) l/)(bzx)) b -1#((22)) (l/)(zz))
Wir stellen fest:

(6.4) Lemma. Fs kann A € MM so gewdahlt werden, daff A € P, und S(A) = 0.
Beweis. Weil die Bedingung (7) von (6.2.b) erfiillt ist, gilt R := {A, |z € F*} C P,.
Weil € nicht trivial ist, gibt es ein A’ € (K*- A+ K - I)N R. Mit (5.4) folgt, daf} A" eine
zu € gehorige Matrix ist.

Wegen ¢, (A") = A’ fiir alle z € F*, gilt offenbar auch ¢, (4" — 1S(A") - 1) = A" —
S(A’) - I. Nun beachte man noch, da S(A’ — 1S(A")-T)=0. O

bzw. einen Vektor 3 = ( ) € K? erkliren wir ¢/(B) bzw. ¢(3) durch:

1
2
Im folgenden sei A € P, vorausgesetzt.

(6.5) Es ist F&9) = ¢ fiir eine starke (K)-Kopplung € - ¢ auf F.
Dabei ist ¢ eine Kopplung vom Typ 1 oder 2 oder 3 auf F und ¢ eine starke (K)-
Kopplung auf F von folgender Form:

. F* — Aut(F)
¥ t(x)
x  — e o,
. . 01
— dabei sind ¢ : x — ¢, eine starke t-Kopplung auf F', J := 10 und (z) =1
genau dann, wenn A zwei verschiedene Figenwerte in K hat und ¢, die Eigenwerte von
A vertauscht, ansonsten ist 1(x) = 0.
Insbesondere ist ¢ - ¢ = (¢ - ¢) € (K - t)-Rs, wenn A genau einen Eigenwert in K,

keinen Eigenwert in K oder zwei verschiedene Eigenwerte in K hat und kein 6 € A,

die Figenwerte von A vertauscht.

Beweis. Jede Lemma (5.5) erfiillende Matrix M liefert die in (6.3) angegebene Iso-
morphie: F(E¥) & Feemvey—1 wobei € : env(z) — ep, eine starke K-Kopplung auf F

ist.
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Fiir jedes ¢ € A, gilt:

(*) 8]\/[1/)8]\/[—1 = 5M5¢(M—1)1/) = €¢(M—1).Ml/).

Damit ist, weil ¢ eine starke Kopplung auf F' ist, nach (5.7) auch & : ep(z) —
Epe(M-1).M P €ine starke Kopplung auf F.

Fall I: A hat genau einen Eigenwert A in K:

1
Esseixr= ( o ) ein Bigenvektor zu A\. Wir kdnnen ohne Einschriankung r = ( )
T r

0
(falls 1 # 0) bzw. ¢t = . (falls 2y = 0) voraussetzen.

Damit gilt fiir jedes ¢ € A, Ar = A = AY(r) = ¥(A)y(r). Damit ist (N)
Eigenwert von A und somit gleich A und 9(x) = r.
Die Matrix

1 0 01
M = ( . ) (falls zy #0) bzw. M := ( Lo ) (falls 2y = 0)

T

erfiillt Lemma (5.5) und wir erhalten in (x), wegen /(M ™')- M € K*-1I, epyphep— = 1.

Fall TI: A hat zwei verschiedene Eigenwerte A und p in K:

T

Es sei ¢ = ( o ein Eigenvektor zu A und y = (
Y2

T2

) ein solcher zu p. Wir
. . y 1 0
kénnen ohne Einschrinkung ¢ = ( ) (falls 2y # 0) bzw. ¢ = ( . ) (falls 2, = 0)
x

1
und y = ( ) (falls 31 # 0) bzw. y = ( (1) ) (falls y; = 0) voraussetzen.
Y

Damit gilt fiir jedes v € Ay:

Ar =X = AY(R) =y (NP(r),  Ap=py = Ad(y) = ()Y (n).
Es sind also ¥(x) und ¥ (y) Eigenvektoren von A.

1. Unterfall: Fiir jedes ¢ € A, gilt (X)) = A
Dann ist ¢(p) = p, und es folgt wie im Fall I: ¢)(r) = p und ¥ (y) =y fiir allep € A,,.
Fiir 21,1 # 0 bzw. 21 # 0,9, = 0 bzw. x; = 0,41 # 0 erfiillen die Matrizen

M = L bzw. M = 1o bzw. M = 01
Ty z 1 1 y

Lemma (5.5) und wir erhalten in (x), wegen ¥y(M ™) - M € K*- T in jedem dieser Fille,

Ener—1 = .
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2. Unterfall: Es gibt Elemente 1) € A, mit )(A) = p. Dann ist () = A, ¥(p) €
K*-yund ¢(y) € K* - fiir diese ¢ € A,

1 1
Wir kénnen r = ( ) und 1y = ( ) mit z,y # 0 voraussetzen (wire eine
T Y

Komponente von r oder ) gleich 0, so kénnte man einen Standardeinheitsvektor wihlen,
es wire somit 1(x) = ¢ oder 1(y) =y fiir alle » € A,).
Damit erhalten wir ¢(z) = y und ¥(y) = x fiir diese » € A,.

Die Matrix
1 1
M= ( )
r Yy

erfiillt Lemma (5.5) nund wir erhalten in (), wegen (M ~")-M € K*-J (falls () = p)
und (M~ - M € K*- T (falls ¢»(A\) = A) — vgl. hierzu den 1. Unterfall:

»,  falls p(A) = A
e = { e, falls ¥(A) = p
Fall TII: A hat keine Eigenwerte in K:
Wegen (6.4) kénnen wir voraussetzen, da§ S(A) = 0.
Man wihle die Matrix M aus dem Beweis zu (5.5). Da ¢(A) = A fiir alle ¢p € A,
vorausgesetzt ist, folgt ¢ (M) = M fiir alle i) € A,
Wir erhalten in (), wegen (M 1) - M € K* - I, eppbep—1 = .

Damit ist gezeigt, dafl die Kopplung & := £ - e, /-1 von folgender Form ist:

F~ — Aut(F)
K '
em(r) — ep, oV,

Dabei ist /() = 1 genaun dann, wenn A zwei verschiedene Eigenwerte besitzt und ¢,
die Eigenwerte von A vertauscht, ansonsten ist /(x) = 0.
Es folgt:
A F* — Aut(F)
K=¢€-¢: ey -1 (@)
T gDerl(:E) oe, ¥ Pepp-1()

Dabei ist € : x — &5 (wobei D, fiir jedes x € F* aus D, dadurch hervorgeht, indem
man 7 durch 7ey-1¢5) ersetzt — vgl. die Betrachtungen nach (5.8)) eine Kopplung vom
Typ 1 oder 2 oder 3. Und mit den Definitionen ¢, := ¢, _ () und ¢ := t/gp-1 ist
Grw — 53($)¢$ eine starke (K)-Kopplung auf F. O

Bemerkungen. Ist die Matrix A/~! im 2. Unterfall des Beweises ein Element der

Menge {A, |z € F*}, so folgt wegen der Voraussetzung (#i7) in (6.2.b) ¢ = .
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6.2.2 Die Kopplung ¢ - ¢

Es sei (£ - ¢) € (K - t)-R, wobei £ eine Kopplung vom Typ 2 auf F' sei, und es gebe
t-Automorphismen ¢, € A, die die beiden Eigenwerte A und p einer zu ¢ gehérigen
Matrix A vertauschen. Es ist dann T := {¢, | ¢.(A) = A} offenbar ein Normalteiler vom
Index 2 in A, und damit ist auch N := {z € F* |, € '} ein solcher in F™.

Es ist unmittelbar einzusehen — 13 bezeichne wieder die Menge der normierten Prim-

polynome aus F*

(6.6) Es seien Ny ein Normalteiler vom Index 1 oder 2 in K* und A C B, wobei
A #£ () vorausgesetzt sei, wenn der Index von Ny in K* gleich 1 ist. Dann liefert die
Menge N der Elemente

q:c-Hp””EN = (2|ZV,,/\C€N0)\/(2 /{’Zl/p/\cgz’]\fo)
peP pe pel

einen Normalteller vom Index 2 in F™.

Wir halten als Folgerung noch fest:

(6.7) Korollar. Es gibt 2% Normalteiler vom Index 2 in F*.

Wir formulieren das Hauptergebnis dieses Abschnitts:
(6.8) Satz. Es seien ¢ € t-Rs und N ein Normalteiler vom Index 2 in F*. N°¢
bezeichne das Komplement von N in F*. Fs ist

¢:{ F* — Aut(F)

x =Py,

mit «(z) = 0 (falls x € N) und «(z) = 1 (falls x € N°¢) genau dann eine starke (K)-
Kopplung auf F, wenn

(1) Pe,y) =y fiir alle y € F*,

(#1) we(N) = N fir alle x € N,

(7ii) y0:(N) = N fir alle x € N°.
Beweis. Es ist ¢ ein Homomorphismus von F* in Aut(F):

Im Fall z,y € N gilt ¢.0y = 020y = Cay = Gzy.

Im Fall z € N,y € N bzw. = & N,y € N gilt 9.0, = w.e50y = €j¢ry = Puy, da
xy & N.

Im Fall z,y & N gilt ¢y = €108 10y = Pay = Puy, da zy € N.

Wir geben nun die Bedingungen an, unter welchen die Invarianzgleichungen ¢,y =
o, fiir alle z,y € F™ erfiillt sind:
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(1) Im Fall 2,y € N gilt @) = Py < Pputy) = ¥y < ¢2(¥) € N, Cor(n) = Gy
(2)ImFallz € N,y & N gilt Do) = Oy & Qo) = EJPy & w(y) € N, Pox(y) = Py-
(3) Im Fall z & N,y € N gilt ¢p,() = Oy & Peyputy) = Oy & €50(y) € N,

Pesly) = Py-
(4) Im Fall 2,y & N gilt ¢g,() = Gy & Peyiuty) = €10y & €50a(y) € N, 0e,10) = 0y
(1) bzw. (2) liefern (i) und (¢) und (i¢) fassen (3) und (4) zusammen. O

Bemerkung. Fs sei N ein Normalteiler vom Index 2 in F™. Dann ist

L — t(x) IdF falls 1 € N
ET T £ —
g ! e;, falls 2 ¢ N

genau dann eine starke K-Kopplung auf K, wenn ¢ ;(N) = N gilt.

Beispiel

Es sei K = C der Koérper der komplexen Zahlen. Wir benutzen die Bezeichnungen aus
(6.6): Es seien Ny = C*, A = {t — 1,t + 1} und N der hierdurch gemif} (6.6) erklirte
Normalteiler vom Index 2 in F™. Es gilt:

N = {z = ¢-(t=1)"@.(t41)"2@. H (t—2)"@ | ¢ € C*, v,(2) € Z,2|(n(x)+v 1 (2))}.
z#1,—1

Fiir x € F* bezeichne v(z) = v(x) +v_1(x) (es ist v : F* — (Z,+) ein Homomor-
0 -1

phismus), und es sei A := Lo

(x) Es gilt v(y) = v(ealy)) fir alle y € F*.

(L
Beweis. Fiir jedes z € C* gilte4(t—2) = ﬁ Damit erhélt man v (y) = v_1(£4(y))

und v_1(y) = 1(ea(y)). O

Wegen (*) und der Homomorphie von v folgt nun mit der Tatsache, dafi £4 die
Ordnung 2 hat, dafi die Abbildung

F* — Aut]((F)
£:
T — E pv(z)
eine starke K-Kopplung auf F' liefert.

Mit dem Homomorphismus v sei eine starke t-Kopplung ¢ erklart:
Essei o : C — C, 2z — z die Konjugation und ¢ die Fortsetzung von ¢ zu einem
t-Antomorphismus von F' = C(#).
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Die Abbildung

. {F* — Auty(F)
E

r - '@
ist eine starke ¢+-Kopplung.
Fiir alle z,y € F™ gilt:
(1) @y(A) = A,
(i1) Av@u(@) = Ar@),
(4i1) @e,(y) = Py, man beachte ().
Nach (6.2.b) ist also (£ - @) : & — € 4u0) © 3 eine starke (K - t)-Kopplung auf F.
Es ist A eine zu der starken K-Kopplung e gehorige Matrix, und A € P;. Es hat A

1 1
die zwei Eigenwerte 7, — mit den zugehorigen Eigenvektoren ( ) ), ( ) )
—1 i

1 1
Die erste Reduktion (6.3) liefert mit der Matrix M = < o ):
—i 1
F* — Aut(F)

€ - EpMPEN-1 ¢ N
ev(x) — €pu@ o e ®e

-1 0
— dabei ist € : ey (2) = £puw mit D = 0 1 eine starke K-Kopplung.

Fiir die zweite Reduktion beachte man, dafl der t-Automorphismus ¢ die beiden

Eigenwerte der Matrix A vertauscht.
~ ~ ~ 01
Wegen €M<p”($)€M—1 = €¢‘u(m)<A471).M(pl/<$) = 6’]V(m)<pu<$); fiir J = ( 1 0 ), erhalten
wir fiir die Kopplung x := & - e -1 die Darstellung:

F* — Aut(F)
K -~
em(®) — €puw © 5Jv(r)<ﬁu($)

d.h.
F* — Aut(F)
K X
x — (C:Dﬁ(m) O E:Jﬁ(m) (’ﬁ’y(m)
— dabei ist = vep-1, und es ist £ — £poe) eine Kopplung vom Typ 2.

Es ist € pow) 0 € jo@) = € o). pote) = € g0y, Und damit liegt im wesentlichen wieder die

Ausgangssituation vor. Ferner ist x nach (6.8) eine starke (K - t)-Kopplung.
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6.3 Konstruktion

Mit Hilfe der in Kapitel 4 und 5 angegebenen Beschreibungen von starken ¢- und K-
Kopplungen auf F' bilden wir geméf (6.2.b) starke (K - t)-Kopplungen auf F'.

6.3.1 Die Vertriglichkeitsbedingungen

Fiir die Konstruktion von starken (K - #)-Kopplungen formulieren wir die Bedingungen
(1), (i), (#t1) aus (6.2.b) mittels der Homomorphismen t, p und der Abbildungen s, o aus
(4.1) und (5.6).

Die Menge der normierten Primpolynome aus F' sei wieder mit 3 bezeichnet.

Wir geben eine starke #+-Kopplung und eine Kopplung vom Typ 1 bzw. Typ 2 bzw.
Typ 3 vor:

Es sei ¢ eine gemif} (4.1) konstruierte starke t-Kopplung auf F', d.h. es sind A eine
abelsche Untergruppe von Aut(K) (& bezeichne die Gruppe der Fortsetzungen der 6 € A
zu t-Automorphismen ~), t: K* — A eine starke Kopplung auf K und s : g — A
eine auf den Bahnen der Operation A x B — B, (g p) — g(p) konstante Abbildung.

Damit ist eine starke t-Kopplung ¢ erklért:

~ Fr — Alltt(F)
2 ~
Yy o o Py

mit @, =Ty 0 H‘;:lEg; fiir y =b-[[5=, ¢, be K, q; € B, pu; € Z fiir alle j.

Es sei ¢ eine gemif (5.6) konstruierte Kopplung vom Typ 1 bzw. Typ 2 bzw. Typ
0 c
10

mit ¢ € K\ K@), p : (K*,-) — (H,.) ein Homomorphismus, o : B — H eine

3

3, d.h. es sind (H,.) = (K,+) bzw. = (K*,:) bzw. = (K.,04) (wobei A =

Abbildung und der o und p fortsetzende Homomorphismus 7 von (F*,-) in (H,.) erfiillt

fiir alle p € P und =z € F* : 7(p(t + 7(x))) = a(p) bzw. T(p(r(x) - 1)) = o(p) bzw.

T(p(Tt(j‘/f)T'é:)C)) = o(p), wenn 7(x) # e. Ist p oder o nichtkonstant, so ist damit eine

Kopplung vom Typ 1 bzw. Typ 2 bzw. Typ 3 erklirt:

F* — Allt]((F)
e
x —  Ep(x)

mit 7(z) = t+7(z) bzw. r(z) = 7(x) -t bzw. r(z) = Tﬂ;;“)c (falls 7(z) # e) und r(z) =t
(falls 7(x) = e).

Dabei ist 7(z) = p(a). [[i—; o(pi)” fiir o = a - [[[_, P, b € K*,p; € P,v; € Z fiir
alle 7.
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Bemerkung. Nach (6.2.b) ist (¢ - @) : © — €4, o ¢, genan dann eine starke (K -
t)-Kopplung auf F', wenn fiir alle 2,y € F* die Bedingungen (i) @,(r(x)) = r(=z),

(11) r(@y(x)) = r(x), (#) Pe, oy (y) = Py gelten.

Ist € eine Kopplung vom Typ 2: € : & — &), wobei 7(z) = 7(z) - ¢ mit einem

Homomorphismus 7 von (F*,-) in (K*,-), so operiert die Dicksongruppe A, von ¢ auf
der Menge ¥ vermoge

(+ AcxP — P
(ea,.p) — W-p@'(x)-t)

Denn fiir z,y € F* gilt (ep(z) 0 €r(4), D) — my;w p(r(z-y) - t) und (g,0), W .
p(T(y) : f)) - 7—<I)deg(1’)1.7—(y)deg(p) : p(T(.’L‘) : T(y) : t)'

In (6.9) sei jeder Kérperautomorphismus ¢ von K durch ¢(e) = e auf K, fortgesetzt.
Im Falle ¥(c) = ¢ gilt Y(aosb) = Y¥(a) o (b) fiir alle a,b € K, —esist D(A) = —¢,
vgl. die Definition von o4 vor (5.6).

(6.9) (a) ¢y(r(z)) = r(z) fir alle x,y € F* & vyop =p, §,0p=p, 1,00 =
o, 5,00 =0 und, falls e vom Typ 8 ist, ts(c) = ¢ = s,(c) fir alle b € K*,q € B.

(b) r(@y(z)) = r(z) fir alle z,y € F* & pory
0, 005,lp =0 firallebe K* q € P.

K- =P POSyli- =p, oconyly =
(c) Ist & eine Kopplung vom Typ 1, so gilt:
‘APJET(I)(y) = @, fir alle x,y € F* genau dann, wenn s auf den Bahnen der Operation

AP — P (er@), p) = v (p) konstant ist.

Ist & eine Kopplung vom Typ 2, so gilt:
Ceyny(w) = Py fiir alle z,y € F*, wenn pla),o(p) € Kern(r) fir alle a € K* und
p € B und s auf den Bahnen der Operation (x) konstant ist.

Sind ¢ eine Kopplung vom Typ 3, s, = ldx fir alle p € P mit deg(p) =1 und ¢ die
triviale Kopplung auf K, so gilt:
@T(m)(y) = @y fir alle x,y € F* genau dann, wenn s auf den Bahnen der Operation
Ae X Pa — Po, (8rw):P) — Peyy,, (vgl. (5.11)) konstant ist.

Beweis. Es sei ¢ € F*. Es ist r(z) = t+7(z) (Typ 1) oder r(z) = 7(z) - t (Typ 2) oder
r(z) = Tt(ﬁf;c, falls 7(z) # e und r(x) =t, falls 7(z) =t (Typ 3).
(a) Falls e vom Typ 3 ist, so gilt @, (r(x)) = r(z) trivialerweise, falls 7(z) = e. Es sei

deshalb 7(z) # e vorausgesetzt.
Es gilt ¢, (r(x)) = r(z) fiir alle 2,y € F* < ¢,(7(z)) = 7(z) fiir alle 2,y € F* und
zusétzlich beim Typ 3: ¢, (¢) = cfiiralley € F*. Weil ¢ : y — ¢, ein Homomorphismus
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ist, gilt ¢,(c) = ¢ fiir alle y € F* genau dann, wenn t,(c) = ¢ = 5,(c) fiir alle b € K*
und ¢ € *P.

Es sind weiterhin 7 : # — 7(z) und die Abbildungen v, s, : (H,.) — (H,.) fiir jedes
b€ K* und ¢ € f Homomorphismen (dabei ist (H,.) = (K,+) (Typ 1) bzw. = (K*, )
(Typ 2) bzw. = (K.,04) (Typ 3).

Daher gilt fiir alle z,y € F*

@y (7(x)) = 7(z) und beim (Typ 3) ¢,(c) =c &
w(p(a)) = pla), s4(p(a)) = pla), w(o(p)) =o(p), s4(o(p) = a(p)

und (beim Typ 3) ty(c) = ¢ = 5,(c) fiir alle a,b € K* und p,q € P.
(b) Offenbar gilt

r(@y(z)) = r(z) fir alle 2,y € F* & 7(G,(x)) = 7(z) fiir alle z,y € F*.

Und wegen der Homomorphie von 7 und ¢ gilt fiir alle z,y € F™*

T(Gy(z)) = 7(z) &
p(ts(a)) = pla), o(ts(p)) = o(p), p(s,(a)) = p(a), o(5,(p)) = o(p)

filr alle a,b € K* und p,q¢ € P und zusiitzlich beim Typ 3: 7(z) = e (z € F*) &
7(gy(z)) = e fiir alle y € F*.

Diese letzte Bedingung folgt aber aus pot,
0o 8,|p = o fiir alle b € K*,q € P

Es sei 7(z) = e fiir ein 2z € F*. Da ¢ : y — @, ein Homomorphismus ist, gilt genau

K~ =P, POSy|g-=p, 0oty =0 und

dann 7(@, (7)) = e fiir alle y € F*, wenn 7(t(r)) = e und 7(s,(2)) = e fiir alle b ¢ K*
und ¢ € P.

Wegen der Homomorphie von 7 folgt die Behauptung.

(c) Es sind e,(5) (z € F*) K-Automorphismen und ¢ : ¥y — ¢, ein Homomorphis-
mus. Daher gilt:

Peryw) = Py fiir alle 2.y € ¥ & o () =, =&, fiir alle 2 € F7,q € P.

r(x) ((]

Ist & eine Kopplung vom Typ 1, so folgt die Behauptung unmittelbar.
Ist £ eine Kopplung vom Typ 2, so gilt wegen der Homomorphie von 7 fiir alle x € F™*
und ¢ € P

5(] = (pgf(m)(Q) = tT(I)deg(Q) © EQ(T(‘T’.)'t)7 wenn

p: K* — Kern(r), 0:P — Kern(r), 8, = Sqir(z)1)-
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Ist £ eine Kopplung vom Typ 3, so gilt wegen der Voraussetzungen und (5.10) fiir
alle z € F* und ¢q € Py

5(] - (per(m)(q) - (pq(T(m))'@"'T(m))_deg(Q) P2y Al 5(}‘ - spev“(m) )

Und fiir ¢ € P mit deg(q) = 1 gilt offenbar P, (a) = 8¢ fiir alle x € F™. 0

6.3.2 Beispiele

In den folgenden Beispielen sei p oder ¢ nichtkonstant.

1. Es seien t eine starke Kopplung auf K mit der Dicksongruppe A, P; der Fixkorper
von Ay, p: (K*,-) = (P, +) ein Homomorphismus und ¢ : ¢ — P, eine Abbildung.
Der p und o fortsetzende Homomorphismus 7 erfiille die Bedingung aus (5.6.a), so daf}
€12 — &p(z) Mit r(x) =t + 7(x) eine Kopplung vom Typ 1 ist.

Fiir s wihlen wir die triviale Abbildung: p — s, :=Idk fiir alle p € 3, d.h. ¢ ist die
Fortsetzung von t auf F' nach dem héchsten Koeffizienten (vgl. Beispiel 1 nach (4.2)).

Aus (6.9) erhalten wir: Es ist (¢- @) : 2 — £,(3) © @, genan dann eine starke (K - t)-
Kopplung, wenn pot, = p und o oty|p = o fiir alle b € K*.

Sind etwa Kern(r) C Kern(p) und o : p — w(deg(p)) fiir eine beliebige Abbildung
w: N — P, (es ist dann auch die Bedingung aus (5.6.a) erfiillt), so gelten po v, = p
und o o Tyl = o fiir alle b € K*.

2. Es sei t sei eine starke Kopplung auf K mit der Dicksongruppe A.. Wir wéhlen
filr s : P — A, eine Abbildung der Form p — ((deg(p)) fiir eine beliebige Abbildung
¢ von N in A,. Damit ist eine starke t-Kopplung ¢ erkldrt (vgl. (4.1)).

Es seien P, der Fixkorper von A, p: (K*,-) — (P,,+) ein Homomorphismus, und
es sei fiir eine beliebige Abbildung w von N in P, die Abbildung o : ¢ — P, p —
w(deg(p)) erkldrt. Bezeichnet 7 den p und o fortsetzenden Homomorphismus von (F*,-)
in (P, +),soist € : 2 — e,y mit r(z) =1+ 7(z) eine Kopplung vom Typ 1.

Aus (6.9) erhalten wir: Es ist (- @) : & — €,(z) © @, genau dann eine starke (K - t)-
i+ = p fiir alle b € K* und ¢ € Q.

Kopplung, wenn po 1|~ = pund po s,
Und diese beiden Bedingungen gelten genau dann, wenn {a™'-vy(a) | a,b € K*}, {a™'-
sy(a)|a € K*,q € P} C Kern(p).
3. Es sei t eine starke Kopplung auf K mit der Dicksongruppe A., P; bezeichne
den Fixkorper von A, und K, den Kern von t. Es seien p(z) = 1 fiir alle z € K* und

c: B — P.NK, p — w(deg(p)) fiir eine beliebige Abbildung w : N — P. N K.
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Der p und o fortsetzende Homomorphismus 7 erfiillt die Bedingung aus (5.6.b), so dafy
€14 — &p(z) mit 7(x) = 7(x) - £ eine Kopplung vom Typ 2 ist.

Weiter sei s : p — 5, eine Abbildung von 8 in A, die auf den Bahnen der Operation
A, x B — B, (g p) — g(p) konstant ist.

Aus (6.9) erhalten wir: Es ist (¢ - @) : & — &,(3) o ¢, eine starke (K - £)-Kopplung,

wenn s auf den Bahnen der vor (6.9) angegebenen Operation (*) konstant ist.
Ist etwa s : p — ((deg(p)) fiir eine beliebige Abbildung ¢ von N in A, so ist &
konstant auf diesen Bahnen.

0
4. Wir wiederholen (5.13): Es sei A = . S , wobei ¢ € K\ K. Weiter seien

k : N — K, eine Abbildung mit k(1) = e, o(p) := k(deg(p)) fiir alle p € P und

7: (F*,©) — (K,,04) der o fortsetzende Homomorphismus mit 7|g- : £ — e. Dann

gilt:
Die Abbildung
.. { F* — Autg(F)
T — &)

mit r(zr) = % (falls 7(x) # e) und r(x) =t (falls 7(x) = e) ist eine Kopplung vom
Typ 3.

Nun erkldren wir eine starke t-Kopplung auf F

Es seien v die triviale Kopplung, A eine abelsche Untergruppe von Aut(K), ¢ eine
Abbildung von N in A mit ¢(1) =Idk, und es sei schliefilich s : P — A, p —
((deg(p)). Hierdurch ist eine starke t-Kopplung ¢ : y =b-[[¢" — ¢, = ﬁ\:@ erklirt.

Nach (6.9.a) gilt G, (r(z)) = r(z) fiir alle z, y € F* genau dann, wenn s,(c(p)) = o(p)
fiir alle p, ¢ € P mit o(p) # e und s,(c) = ¢ fiir alle ¢ € P.

Die Bedingungen in (6.9.b) sind erfiillt, so daf r(¢,(z)) = r(x) fiir alle z,y € F*
gilt.

Und schliefilich gilt auch &, o) = @, filr alle z,y € F™*, weil die Voraussetzungen
in (6.9.¢) sowie die dort angegebenen Bedingungen erfiillt sind.

Bezeichnet Ky die Menge {z € K |6(z) = z fiir alle § € s(P)}, soist (e - @) : z —
Er(z) © P genau dann eine starke (K -t)-Kopplung, wenn ¢ € K und k eine Abbildung
in Ky U {e} ist.
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Kapitel 7
Bewertete Dicksonsche Fastkorper

Es sind ein Korper K und eine transzendente Erweiterung F' := K (t) gegeben.

Fiir eine Bewertung w von F' haben wir im Kapitel 3 eine Beschreibung der w- und
A,-Automorphismen von F' angegeben. Besondere Beriicksichtignung fanden dabei die
Fille, dafi die (K')-Automorphismen ¢- bzw. K-Automorphismen sind.

Die starken ¢- bzw. K-Kopplungen wurden in den Kapiteln 4 bzw. 5 ausfiihrlich
diskutiert.

Wir fiigen nun diese Ergebnisse zusammen, indem wir hinreichende und notwen-
dige Bedingungen dafiir angeben, wann eine starke # bzw. K-Kopplung eine w- bzw.
A,-Kopplung ist. Um Beispiele angeben zu konnen, formulieren wir dariiber hinaus
hinreichende, leicht nachpriifbare Bedingungen.

Schliefilich konstruieren wir im Abschnitt 7.4 Beispiele bewerteter Fastkorper mit
Hilfe von (K - t)-Kopplungen.

Der letzte Abschnitt 7.5 liefert ein einfaches Konstruktionsverfahren invariant bzw.

nicht-multiplikativ bewerteter Fastkorper.

7.1 Bezeichnungen

Es sei w eine Bewertung von F, und v := w|g. Es bezeichne M := K(t) fiir einen
algebraischen Abschlufl K von K. Weiter sei W eine Fortsetzung von w auf M, sowie
U = W|g. Mit Ag, Ay, Ay und A, seien die Bewertungsringe und mit I, [y, Iy und
[, die Wertegruppen der Bewertungen w, w,u und v bezeichnet. Schliefilich sei 3 die

Menge der normierten Primpolynome aus F'[t].

Wir nennen eine starke -Kopplung ¢ auf F' mit der Dicksongruppe A, eine starke
t-w-Kopplung (bzw. starke t-A,-Kopplung) von F, wenn A, C w-Aut(F) (bzw.
A, C Ay-Aut(F)) erfiillt ist.
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Und eine starke K-Kopplung ¢ auf F' mit der Dicksongruppe A, heifle starke K-
w-Kopplung (bzw. starke K-A,-Kopplung) von F, wenn A, C w-Aut(F) (bzw.
A, C Ap-Aut(F)) gilt.

Weiterhin verwenden wir die folgenden Bezeichnungen:

tw-R, = t-R, Nw-8, t-AyR, = -8, N A,-R,
K-w-R, = K-8 Nw-R, K-Ay-R, = K-8,N A-8.

7.2 t-w-R, und t-A,-R,

Eine starke ¢-Kopplung ¢ ist nach Abschnitt 4.2 durch eine abelsche Untergruppe A
von Aut(K), einer starken Kopplung v auf K mit A, C A und einer Abbildung s von
P in A, die auf den Bahnen einer Operation konstant ist, bestimmt.

Es seien A, v und s vorgegeben und ¢ die gemifl (4.1) dadurch bestimmte starke
t-Kopplung. Es sei weiter Ay := {@,|x |z € F*} — es ist Ay die von v(K*) und s(*P)
erzeugte Untergruppe von A.

7.2.1 t-w-R;
Wir erhalten aus (3.15):

(7.1) (a) Es sei w =T, ,|r mita € K und i € Ty.

FEs ist ¢ genau dann eine starke t-w-Kopplung auf F', wenn Ao C v-Aut(K) und sich
jedes § € Ay s0 zu einem T-Automorphismus § von K fortsetzen laft, daf 5(371(0,)—0,) <
1 gilt.

(b) Es sei w = T4|p mit einer transzendenten v-Ostrowskifolge a in K.

Fs ist ¢ genau dann eine starke t-w-Kopplung auf F', wenn Ay C v-Aut(K) und sich
jedes 6 € Ag so zu einem T-Automorphismus § von K fortsetzen lifit, daff a ~ gil(a)

gilt.

Beispiele

1. Es sei K = E(x) eine einfach-transzendente Korpererweiterung eines Korpers E.
Ist A = {¢,4c| e € E}, wobei ., den E-Automorphismus von K mit e,,.(z) =z + ¢
bezeichnet, und ist v eine Gradbewertung von K, so gilt offenbar A C v-Aut(K). Ist
a € K, so besagt (7.1.a), dafi ¢ genau dann eine starke t-w-Kopplung auf F' ist, wenn
jedes § € Ay die Bedingung v(61(a) — a) < p erfiillt.

Wegen v(6~"(a)) = v(a) fiir jedes § € Ay ist diese Bedingung etwa dann erfiillt, wenn
v(a) < p.
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Bemerkung. Statt ¢, (e € F) kann man auch F-Automorphismen der Form &..,
(e € E*) withlen.

2. Es seien K = E((')) ein Potenzreihenkérper auf I iiber F und v die Ordnungs-
bewertung von K. Es sei A C Aut(F) eine abelsche Gruppe.

Wir setzen jeden Automorphismus 1) € Ag vermoge der Vorschrift

R ZXVav — ZX”L/)(GMY)

~yer ~yer’

zu einem Automorphismus von K fort.
Fiir A = {¢)| ¢ € A} ist offenbar A C v-Aut(K) erfiillt.

Ist a € K, so besagt (7.1.a), dafl eine starke ¢t-Kopplung ¢ auf F' mit A, C A

genau dann eine starke t-w-Kopplung auf F' ist, wenn jedes § € A, die Bedingung
v(6~Ha) — a) < u erfiillt.

3. Es seien F eine algebraische Korpererweiterung von Q und K = F(x) eine einfach-
transzendente Erweiterung von E. Es bezeichne v die z7!-adische Bewertung von K: Fiir

1

jedes Polynom p € E[z'] vom Grad n in 2~ ist v(p) = —n. Dann ist die Ordnungsbe-

wertung v von E((z)) eine Fortsetzung von v; und (F((x)),v) ist eine Vervollstindigung
von (K, v).

Es ist a := (a;)iexn = (Zi_l 22" )ien wegen v(ag — ap) = v(kaH) = 2k+1 eine
Cauchyfolge in (K,v) mit dem ¥-Limes a == Y, 2* € E((z)). Fiir 7,7,k € N mit
i< j <kgiltwv(a; —a;) <wvla; —ag), so daBl a eine T-Ostrowskifolge in K ist. Dabei
bezeichnet 7 eine Fortsetzung von v auf K.

Nach [4], S. 148 ist a transzendent iiber Q(x), also auch transzendent iiber K. Folg-
lich ist a eine transzendente 7-Ostrowskifolge, die eine Fortsetzung ¥,|r von v auf F

induziert.

Nun sei & eine Kopplung auf E. Fiir jedes y € K™ bezeichne h(y) den hochsten
Koeffizienten von y bzgl. x; und fiir jedes § € A, sei 5 e Aut(K) die Fortsetzung von ¢
mit 6(z) = z. Nach dem Beispiel 1 unter (4.3) ist

/ K* — Aut(K)
W ;
y o Yy = R

eine Kopplung von K.
Fiir jedes z € F* sei h'(z) der hiochste Koeffizient von z bzgl. ¢; und fiir jedes € € A

bezeichne & € Aut(F') die Fortsetzung von £ mit £(t) = t. Dann ist

e Aut(F)
P -
< — P = 'L/)h’(z)
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eine t-Kopplung auf F'.
Fiir jedes ¢ € Ay und beliebiges y € K* gilt offenbar v(e(y)) = v(y), so daBl € ein
v-Automorphismus von K ist. Ferner gilt £(a;) = a; fiir jedes i € N, d.h. a = = '(a).
Mit (7.1) folgt daher:

FEs ist (F¥,0,|r) ein invariant bewerteter Fastkiorper.

Bemerkungen. (I) Mit dieser Konstruktion lassen sich zahlreiche Beispiele invari-
ant bewerteter Fastkorper gewinnen. So besitzt z.B. jeder Kérper vom Rang 2 iiber Q
nach [29], S. 163ff {iberabzihlbar viele Kopplungen.

(IT) Fiir weitere Elemente a € Q((x)), die transzendent iiber Q(z) sind, vgl. man [4]
und [27].

7.2.2 t-A-Rs
Wir erhalten aus (3.19):

(7.2) (a) Es seiw =70,,|p mita € K und ji € T.

Fs ist ¢ genau dann eine starke t-A,-Kopplung auf F, wenn Ag C A,-Aut(K)
und sich jedes § € [\ so zu einem Ay -Automorphismus § von K fortsetzen lifit, daf
5(371(0,) —a) < p und fir = € K die folgende Bedingung erfiillt ist:

0(2) < pevi(2) <

(b) Es sei w = Uy|p mit einer transzendenten v-Ostrowskifolge a in K.

Fs ist ¢ genau dann eine starke t-A,-Kopplung auf F, wenn Ag C A,-Aut(K)
und sich jedes § € [\, so zu einem Ay -Automorphismus § von K fortsetzen lafit, daf
a~d () gilt.

Bemerkung. Ist w eine Fortsetzung 2. Art von v auf F, zy € K mit 0(z) = u

gewihlt, so lautet (7.2.a) wegen (3.8):

Fs ist ¢ genau dann eine starke t-A,-Kopplung auf F, wenn Ay C A,-Aut(K)
und sich jedes § € Ay so zu einem Ay -Automorphismus § von K fortsetzen lifit, daf8

(6 (a) —a) < pund §(z) - 25" € Us.

Beispiel

Es seien E ein Korper, I' = '] Xy, ['s das lexikographische Produkt zweier ange-
ordneter dividierbarer Gruppen (I'1,+,<) und (Ts,+, <), K der Potenzreihenkdrper
E((T)) und v die (additive) Ordnungsbewertung von K.
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Es seien weiter A : Ty — Aut(Ty, +, <), @ — A, ein Homomorphismus und p die

nach (1.11) gebildete o-Kopplung auf T
r — Aut(l,+,<)
r — I
(.0) = ¢p 1{

(v, 72) = (71 Aa(2))

Schliefflich sei v die nach (1.10) zu p gebildete Kopplung auf K:

K* — Aut(K,+,-)

T N K - K
x Tt
Dojer XTy = 3 r X0z,

Es sei s(P) C A, = v(K™), also Ag = A..
Nach (1.10.a) ist Ag C A,-Aut(K).
Es sei F ein algebraischer Abschluff von E. Dann ist E((T)) nach [22], Kap. II, §5,

Satz 6 algebraisch abgeschlossen und enthilt damit einen algebraischen Abschlufi K von

K. Bs bezeichne ¢ die Ordnungsbewertung von E((T)) und o := 4.
Wir setzen jedes ¢ :=t, € Ay zu einem Ag-Automorphismus § von K fort: Es ist

5 ZX”a,v — ZX"“(T)(”)% (a, € E)

el vyel’

ein § fortsetzender A;-Automorphismus von E((T)). Weil K/K eine normale Korperer-

weiterung ist, ist § = 5|f ein Az-Automorphismus von K, der § fortsetzt. Es bezeichne
Ist 'y = I~“1 Xlex IN“Q, wobei I'1 C ﬁ und T's C IN“Q, so erhalten wir mit (1.10.e) und
(7.2) fiic w =0, ,|p mit a € K und p = (1, o) € Ty
(a) Fs ist (K*,v) ein invariant bewerteter Fastkirper.

(b) Es ist (F* w) ein bewerteter Fastkorper, wenn 6(37] (a)—a) < p fiir jedes § € A

und eine der folgenden Bedingungen erfillt ist:
(1) Es ist uy ¢ T4,
(i1) Es sind g € Ty, pa € Ty und Ao (2) = po fiir alle o € Ty
(i11) Es sind py € Ty, pay & Ty und py < vy fir alle v € Ts.

Beweis. Unter jeder der angegebenen Bedingungen (i), (i7), (i4) ist fiir 6 € A die

3

Bedingung 9(2) > pu < 06(2) > p (2 € K) erfiillt. O
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7-3 K_w_ﬁs und K_Aw_ﬁs
Fs sei £ eine Kopplung vom Typ 1 bzw. Typ 2 bzw. Typ 3:

F* — Allt]((F)
e
x —  Ep(x)

mit r(z) = t 4+ 7(x) bzw. r(x) = 7(x) - t bzw. r(z) = % (falls 7(z) # e) und
r(z) = ( 7(z) = e). Dabei 7 ein nichtrivialer Homomorphismus von (F*,) in
0
(H,.)) (H,.) = (K,+) bzw. = (K*,-) bzw. = (K,,04) — wobei A = 1 S ) m
ce K\ K®).
Im Fall, dafl ¢ eine Kopplung vom Typ 3 ist, beachten wir:
(r)-t+c 1
@O e ()

7.3.1 K-w-R,

Wir erhalten aus (3.14):

(7.3) (a) Es sei w =7, ,|r mita € K und i € Ty.

(1) Falls € eine Kopplung vom Typ 1 ist, so gilt:

Es ist ¢ genau dann eine starke K-w-Kopplung auf F', wenn es zu jedem r € F*
einen U-Automorpismus &, € Auty(K) gibt, fiir den v(5; (a) + 7(z) — a) < p gilt.

(2) Falls € eine Kopplung vom Typ 2 ist, so gilt:

FEsiste genau dann eine starke K -w-Kopplung auf F', wenn 7(F*) C U, gilt und es zu
jedem x € F* einen - Automorpismus 8, € Auty (K) gibt, fir denv(r(z)-0,"(a)—a) < p
gilt.

(8) Falls € eine Kopplung vom Typ 3 ist, so gilt:

Es ist ¢ genau dann eine starke K-w-Kopplung auf F, wenn.:

(i) Fiir jedes © € F* mit 7(x) # e und v(a + 7(2)) < p gilt v(c — 7(x)?) = u* und
v(r(z) —a) < p.

(ii) Fiir jedes x € F* mit 7(z) # e und 9(a + 7(x)) > u gilt v(c — 7(x)?) =
(a+7(x))? und es gibt fiir jedes solche x € F* einen T-Automorphismus 6, € Autyx (K)
mit T)(% —a) < u gilt.

(b) Es sei w = Ta|p mit einer transzendenten U-Ostrowskifolge a in K und e : x —

£q. €ine starke K-Kopplung.

Es ist ¢ genau dann eine starke K-w-Kopplung auf F, wenn es zu jedem x € F*

einen U-Automorpismus 0, € Auti (K) gibt, fir den a ~ §;'(qg.(a)) gilt.
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Hinreichende Bedingungen

Aus (7.3) erhalten wir:

(a) Es sei w =7, ,|r mita € K und pu € Ty.

(1) Fiir eine Kopplung ¢ vom Typ 1 ist (F€, w) ein invariant bewerteter Fastkorper,
wenn v(7(z)) < p fir alle x € F*.

(2) Fiir eine Kopplung ¢ vom Typ 2 ist (F°, w) ein invariant bewerteter Fastkorper,
wenn v(a) < p und v(r(x)) — 1 fir alle z € F*.

(3) Fiir eine Kopplung & vom Typ 3 ist (F°, w) ein invariant bewerteter Fastkorper,
wenn v(a) < pu, v(c) = p? und v(7(x)) < u fir jedes v € F* mit 7(x) # e.

(b) Es sei w = Uy|p mit einer transzendenten v-Ostrowskifolge a = (a;)ics in K mit
der Maffolge (1i)icr, und ¥ == {~v € Ty | v < u; fir alle i € T}.

Fiir eine Kopplung € vom Typ 1 ist (F°, w) ein invariant bewerteter Fastkorper, wenn
v(r(x)) € T3\ X fir alle x € F*.

Fiir eine Kopplung & vom Typ 2 ist (F°,w) ein invariant bewerteter Fastkorper, wenn
v(l —7(x)) - w(t) € T\ X fir alle x € F*.

Beweis. (a) folgt direkt aus (7.3.a).

(b) Es sei 6, =Idy fiir jedes z € F*. Es besagt a ~ ¢,(a), daf es zu jedem x €
F* und k € I Indizes iy, jo € I gibt, so daB8 v(a; — a; — 7(z)) < px (Typ 1) bzw.
(a; — 7(2) - aj) = U((a; — a;) + (1 — 7(2)) - aj) < g (Typ 2) fiir alle 4y < ¢ € I und
jo < j € I. Wegen den jeweiligen Voraussetzungen gilt fiir hinreichend grofie 7,7 € I,
da v(a; —a; —7(x)) = v(r(2)) bzw. ((a; —a;) + (1 —7(2)) - a;) = v(1—7(x)) - w(t). O

7.3.2 K-A, R

Wir erhalten aus (3.18) und (7.3):

(7.4) (a) Es seiw =70,,|r mita € K und i € Ty
(1) Falls € eine Kopplung vom Typ 1 ist, so gilt:

Es ist ¢ genau dann eine starke K-A,-Kopplung auf F', wenn ¢ eine starke K-w-

Kopplung auf F' ist.
(2) Falls € eine Kopplung vom Typ 2 ist, so gilt:

Es ist £ genau dann eine starke K-A,-Kopplung auf F', wenn es zu jedem x € F*
einen U-Automorphismus 8, € Auty (K) gibt, fiir den v(r(z) - 67 (a) — a) < p gilt und
fiirr » € K die folgende Bedingung erfillt ist: () < p < v(2) < v(r(x)) - p fiir alle
r € F*.

(8) Falls € eine Kopplung vom Typ 8 ist, so gilt:
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Es ist € genau dann eine starke K-A,-Kopplung auf F', wenn:

(1) Fiir jedes x € F* mit 7(x) # e und v(a+7(x)) < p gilt v(r(x) —a) < p und es
ist fiir € K die folgende Bedingung erfillt: v(z) < p < 9(2) <wv(c—1(x)*) - p .

(i) Fir jedes x € F* mit 7(x) # e und v(a + 7(x)) > p gilt, daff es einen -
Automorphismus 6, € Autyx (K) gibt, fiir den 5(%

z € K die folgende Bedingung erfillt: v(2) < p < v(z) < vle—71(2)%)-v(a+7(x)) "2 .

—a) < u gilt und es ist fir

Hinreichende Bedingungen

Fiir das folgende beachte man die Bemerkung nach (3.9):

Es sei A eine nichttriviale isolierte Untergruppe # 'z von ' Dann sind ¥ = {~ €
I'z|v < afiir ein @ € A} ein Schnitt in Ty und @ = 0, , = ¥, »; eine Fortsetzung 3. Art
von 7 auf M. Es bezeichne K, := {x € K |v(x) € A}.

Mit diesen Bezeichnungen erhalten wir aus (7.4) und (1) nach (3.9):

(2) Fiir eine Kopplung ¢ vom Typ 2 ist (F°,w) ein bewerteter Fastkirper, wenn
T(F*) C K4 undv(a) € X.

(8) Fir eine Kopplung € vom Typ 3 ist (F°,w) ein bewerteter Fastkorper, wenn
v(a) € ¥ und eine der folgenden drei Bedingungen erfillt ist:

(1) p < v(e) < p?, v(r(x)? < u fir ale z € F* mit 7(z) # e.

(i) v(c) < p, pu < v(r(z))* < p? fiir alle z € F* mit 7(z) # e.

(1) 1 < v(e) < p?, v(r(z)) < p und v(c) £ v(r(x))? fir alle x € F* mit 7(z) # e.

Beweis. (2) Die Wahl §,, =Id fiir jedes x € F™* in (7.4.2)(2) liefert, wegen v(a) € ¥ und
v(r(x)) € Afilrallex € F* mit 7(z) # e, v(7(2)—1)v(a) < max{v(r(2))v(a),v(a)} < p.

(3) Man beachte (7.4.a)(3), (7): Aus jeder der drei angegebenen Bedingungen folgt
v(7(x)) < pfiir alle z € F* mit 7(2) # e; damit sind, wegen 7(a) € X, die Bedingungen
vla+7(z)) < pund v(r(z) —a) < perfiillt. Weiterhin garantiert jede der drei angegebe-
nen Bedingungen fiir jedes € F* mit 7(z) # e, daBl v(c— 7(x)?) = max{v(c), v(r(z))*}

und damit g < v(c—7(2)?) < 1. Nun liefert (1) (b) nach (3.9), daBv(z) < p & v(z) <
v(c—7(x)?) - ! (2 € K) fiir diese x € F* erfiillt ist. O

7.4 (K -t)-w- und (K -t)-A,-Kopplungen

Wir nennen eine (starke) (K - t)-Kopplung (e - ¢) auf F' mit der Dicksongruppe A..,)
eine (starke) (K -t)-w-Kopplung (bzw. (starke) (K -t)-A,-Kopplung) von F', wenn
Ate.py C w-Aut(F) (bzw. Ap.,y C Ay-Aut(F)) erfiillt ist.
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Fiir die Konstruktion von starken (K - #)-w-Kopplungen bzw. starken (K - t)-A,-
Kopplungen von F'ist das folgende Vorgehen naheliegend:

Es seien eine starke t-w-Kopplung (bzw. starke t-A,,-Kopplung) ¢ : * — ¢, und eine
starke I{-w-Kopplung (bzw. starke K-A,-Kopplung) € : + — &,(;) gegeben. Es ist dann
(e-¢) 1 @ — £,z 0, eine starke (K -t)-w-Kopplung (bzw. starke (K -t)-A,-Kopplung),
wenn die Bedingungen (7), (i7), (4i7) aus (6.2.b) erfiillt sind.

Wegen (6.5) und (5.7) schrinken wir uns bei den starken K-Kopplungen auf Kopp-
lungen vom Typ 1 oder Typ 2 oder Typ 3 ein.

Jede starke t-Kopplung gewinnt man nach Abschnitt 4.2 mit einer abelschen Unter-
gruppe A von Aut(K), einer Kopplung v auf K mit A, C A und einer Abbildung s von
T in A.

Und jede Kopplung vom Typ 1 oder Typ 2 oder Typ 3 erhilt man nach (5.6), im
Falle, dal Char(K) # 2 und die Dicksongruppe keine Kleinsche Vierergruppe ist, mit
einem Homomorphismus p von (K*,-) in die Gruppe (K, +) oder (K*,-) oder (K., 04)
und einer Abbildung ¢ von P in K oder K* oder K.

Die Bedingungen (7), (#7). (4i7) aus (6.2.b) wurden in (6.9) als Bedingungen an t, p, s

und o formuliert.

7.4.1 Beispiele bewerteter Dicksonscher Fastkorper

In den folgenden Beispielen sei p oder ¢ nichtkonstant.

1. Es sei K = E(x) eine einfach-transzendente Korpererweiterung eines Korpers E
mit Einselement 1. Es sei A :={e,..|e € E}, wobei £,4, den E-Automorphismus von
K mit e;1.(2) = 7 + € bezeichnet. Fiir ein k = 2 € K~ sei d(k) := deg(p) — deg(q). Die

Abbildung
) K = A

b { k' — rtdk)ip

ist eine starke Kopplung auf K.
Wir wéhlen

B Ul A
' { p — ((deg(p))
fiir eine Abbildung ( : N — A.

Es bezeichne ¢ die durch v und s gegebene starke t-Kopplung und A, die von v(K™)
und s(*P) erzeugte Untergruppe von A.
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Es sei v eine Gradbewertung von K. Offenbar ist dann Ay C w-Aut(K). Damit

erhalten wir aus (7.1):

(1) Ist w =T, ,|r, a € K, u € Ty, s0 ist ¢ genau dann eine starke t-w-Kopplung,
wenn, sich jedes § € Ny so zu einem T-Automorphismus & von K fortsetzen lift, daf
5(371(0,) —a) < p gilt.

Bemerkung. Statt £, (e € E) kann man auch F-Automorphismen der Form &..,
(e € E*) wihlen.

Es seien Pa, der Fixkorper von Ay, K% 1= {y € K | ey, € w-Aut(F)}, p: (K*,-) —
(Pa,NK™,+) ein Homomorphismus, und es sei fiir eine beliebige Abbildung w von N in
Pr, N K" die Abbildung o : B — Pa,N K", p — w(deg(p)) erkldrt. Bezeichnet 7 den
p und o fortsetzenden Homomorphismus von (F*,-) in (P, N K%, +), so gilt offenbar:

(2) Esiste 1y — ey mit (y) = t+ 7(y) eine Kopplung vom Typ 1 und eine
w-Kopplung.

Aus (6.9) erhalten wir: Es ist (¢ -¢) 1 y — £, © ¢y genau dann eine starke (K - t)-
Kopplung, wenn {c¢™' - t3(c) |b,c € K*}, {ct-5,(c)|ce€ K*,q € P} CKern(p).

Es seien ¢ = ? € K* und § € Aj. Wegen d(c!-5(c)) = d(? - qg—g;g) = 0, ist die
Bedingung {¢™' - vy(c) | b,c € K*}, {¢7'-5,(c)|c € K*,q € P} CKern(p) insbesondere
dann erfiillt, wenn p(y) = £(d(y)) fiir einen Homomorphismus & von Z in P, N K*.

Nach der Folgerung zu (7.3) gilt Ko :={y € K |v(y) < pu} C K*:

(3) Es sei ¢ eine starke t-w-Kopplung (vgl. (1)). Es ist (F&9) 7, ,|p) ein invariant
bewerteter Fastkorper, wenn p(y) = &(d(y)) fir einen Homomorphismus & von Z in
Pa, N K.

2. Es seien E ein Korper, [ := (Q>°, -, <) Xer (Q,+, <) und K := F((T')) der mit
der (additiven) Ordnungsbewertung v versehene Potenzreihenkorper.

Es sei ¢ die nach (1.11) zu dem Homorphismus A : Q% — Aut(Q, +, <), a — A,
mit A, : ¥ — « - v konstruierte o-Kopplung auf I':

r — Aut(l,+,<)

r r
(0, 8) = $up 1{ ~

(:72) = (e 2)
Und ¢ sei die nach (1.10) zu ¢ gebildete Kopplung anf K:
K* — Aut(K,+,")

T . K - K
x o
Doper XToy = X or Xo@0g,
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Wir erhalten mit (1.10.e):

(1) Fsist (K*,v) ein invariant bewerteter Fastkiorper.

Fs sei [ == (R, -, <) Xiex (R, +, <). Weiter sei w = 7, ,|p eine Fortsetzung 3. Art
von v auf F' mit a € K, v(a) = (a1, ) und ay # 0 und g = (p1, p2) € T und p; & Q.

Mit dieser Kopplung v auf K erkldren wir nun eine #-Kopplung auf F":

Es sei @ € Aut(K) mit aor, =, o« fiir alle z € K*. Weiter sei h(z) bzw. n(x) der
hochste bzw. niedrigste Koeffizient von z € F™*.
Es ist dann (vgl. Beispiel 1 nach (4.3)) — fiir k = h oder k =n —

~ F* — Aut(F)
Lok - ~
T = Polk(x)
eine starke t-Kopplung auf F.
Fiir jedes 6 € A, \ {Id} gilt

v(6 (a) — a) = min{(a, A ), (ar, a2)} > (1, p2) < a1 >
fiir ein A € Q>0 \ {1}.
(2) (a) Es sei ay > py. Danm ist (FPk %, ,|r) ein bewerteter Fastkirper, der im.
Fall o = Id den invariant bewerteten Teilfastkorper (K®,v) enthdlt.

(b) Es sei c; > 1, und es sei o der wie folgt fiir ein p € Q”° definierte Automor-
phismus von K :

e Z X('Yl:’)’Q)x<71:72)_> Z X(ﬂ-%m)xmm)
(y1:72)€T (71.72)€T

Es sind dann (K95 o) und (F%* 9, ,|r) nicht-multiplikativ bewertete Fastkorper,

wenn p % 1.

Beweis. (a) Vgl. das Beispiel nach (7.2): Es sei E ein algebraischer Abschluf} von E.
Dann enthilt E((T')) einen algebraischen Abschluff K von K. Es bezeichne ¢ die Ord-
nungsbewertung von E((T)) und v = |-

Wir setzen jedes 6 € A, wie in dem Beispiel nach (7.2) zu einem A; -Automorphismus

§ von K fort. Es bezeichne A := {§]§ € A.}.
Es sei nun 2z € K und 9(2) = (1, (). Dann gilt (wegen 1, ¢ Q)

(G, G) > (n,p2) & G > < 0(2) = (G, A - G) > (i, pe).

3

Aus (7.2), (1), der Bemerkung nach (4.3) und den vorangegangen Betrachtungen
folgen die Behauptungen.
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(b) Es seien u € U, C Uy, (d.h. v(u) = (1,0)) und z € K* C F*, und v(z) =: (y1, 72).

(
Wegen wv(a(k(u))) = v(a(u)) = (p,0) erhalten wir w(@apey () = v(taw)(z)) =
(71, p - 72) und daher w(z) = w(Pa(k(u))(®)) < p= 1. Nun beachte man (1.9.b). O

Es wird nun eine Kopplung vom Typ 2 erklért:

Es sei wieder allgemein @ € Aut(K) mit o, = r. o« fiir alle z € K* gegeben.

Es ist offenbar E im Fixkdrper von Ag_  enthalten.

Es seien p der Homomorphismus (K*,-) — (E*,+), # = > . X7z, — @y und
o:PB — E*, p — w(deg(p)) fiir eine Abbildung w : N — FE*. Es bezeichne 7 den p
und o fortsetzenden Homomorphismus von (F,-) in (E*,-). Dann ist € : £ — £, mit
r(z) = 7(x) - t eine Kopplung vom Typ 2.

Wegen E* C Kern(t) folgt mit (6.9) — es ist hierbei s, =Id fiir alle ¢ € J:
(3) Esist (e Pok) 1 T — Erz) © Pafk(w))) €ine starke (K -t)-Kopplung auf F.

Aus (7.4) und (2) erhalten wir nun (wegen v(7(z)) = (1,0) fiir alle z € F* und
vo(T(x) — a) +v(a) > (1,0) + (on, a2) = (1, 02)):
(4) (a) Es ist (F€%#) 3, \|p) ein bewerteter Fastkérper, wenn oy > 1.

(b) Es ist (F&%r) 3, | ) ein nicht-multiplikativ bewerteter Fastkorper, wenn oy >

w1 und o wie in (2) (b) gegeben ist.

7.5 Bewertete Fastkorper mit zyklischer Dickson-

gruppe
Fiir z = % € F* bezeichne d(x) := degp—deggq. Es sei ¢ € Aut(x)F' mit der Eigenschaft
deg(¢(p)) = deg(p) fiir alle p € K[t] gegeben. Dann liefert

K.{ F* — Aut(F)

T = Ky i= wd(x)

eine starke Kopplung auf F' mit der Dicksongruppe A, = (¢).

Im folgenden bezeichne k diese Kopplung.

(7.5) Es sei ¢ ein A,-Automorphismus von F', und es seien a € K und a := (a;)ier
eine transzendente U-Ostrowskifolge in K. Dann gilt:

Ist w =V, ry|F, so ist w eine invariante Bewertung von F*.
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Ist w =", ,|p mit $(u) # U5 ' oder w = ol r eine multiplikative Bewertung von F*,

so st we™ = w fiir alle n € Z, insbesondere ist w auch invariant.

Beweis. Mit ¢ ist fiir jedes n € Z auch ¢" ein A,-Automorphismus von F' — nach
(1.9.a) ist (F*, w) ein bewerteter Fastkdrper.

1. Bs seien w = Uy |p, 7 € Ay, und x € F*. Wir zeigen w(rs,.(x)) < w(x), die
Behauptung folgt dann aus (1.9.¢).

Bs gilt 4 := w(t — a) > v fiir alle ¥ € T, und daher w(r) = a - u" < 1 fiir ein
a € T, und d(r) < 0. Weiter gilt w(rk,(z)) = w(r) - w(k, () = a - p@ - w(Ed ().
Also ist w(rk.(x)) < w(x) im Fall d(r) = 0, und falls d(r) < 0, beachte man, daf
nach Voraussetzung d(z) = d(¢%"(x)) gilt. Bs ist w(z) = - p*® fiir ein 8 € T, und
w(p™(z)) = 6 - ™ fiir ein § € T,. Daraus folgt w(rk,(z)) = a - p™ - § - p#? <
- " = w(z).

2. Bs sei w = Ty ,|p mit (1) # Ty Die Multiplikativitit von w bedeutet nach
(1.9.b) wk, = w fiir alle u € U,,.

Nach Voraussetzung existiert ein Element d € K mit v(d) > u, u?. Bs folgt u =
(t—a)?+d
(t—a)+d
w ™ = w fiir alle n € Z. Mit (1.9.¢) folgt die Invarianz der Bewertung w von F*.

€ Uy, und es ist k, = ¢. Weil w multiplikativ ist, gilt also w¢ = w, also auch

3. Bs seien w = 74| und wk, = w fiir alle u € U,

Es sei (u;)ier die zu a = (a;)ier gehorige Maffolge. Es existieren ein 7 € I und ein
d € K mit v(d) > p;, u?. Wie in 2. folgt mit u := (f;‘;ii);j; € U, aus der Multiplikativitit
von w die Invarianz von w. O

Mit den Voraussetzungen in (7.5) gilt:

Korollar. Es sei w = T, ,|r mit X(u) # Ty oder w = Tg|p. Genau dann ist (F*,w)
ein nicht-multiplikativ bewerteter Fastkdorper, wenn ¢ € Ay-Aut(F) \ w-Aut(F).

13(u) = {v € Ty |y < p} — vgl. die Betrachtungen nach (2.2).
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Symbolverzeichnis

wor Produktabbildung
Id, Idx identische Abbildung
N natiirliche Zahlen

Z ganze Zahlen

Q rationale Zahlen

R reelle Zahlen

C komplexe Zahlen

| X| Kardinalzahl der Menge X
(X

) von X erzeugte Untergruppe
CharK Charakteristik von K
F =(F,+,), 7
A* = A\ {0} fiir jede additiv geschriebene Gruppe
(F,v) bewerteter Fastkorper, 8
r, Wertemenge von v, 10
A, Bewertungsfastring von v, 10
M, maximales Ideal von v, 10
U, Einheitengruppe von v, 10
F, = Ay/M,, 10
T kanonischer Epimorphismus, 10
v~ dquivalente Bewertungen, 10

(F,v) = (F',v") bewertungsisomorphe Fastkorper, 10

Vg Rellafortsetzung von v, 17

[R>S Rellafortsetzung von o, 18

Vq von a induzierte Fortsetzung von o, 18
w(a) Maffolge von a, 17

a~Db dquivalente transzendente T-Ostrowskifolgen, 19
Az ={w(t—2)|2 € K} 17

P r-Ableitung von F, 8

re @-Ableitung von T', 14

P, Fixfastkorper von A, 8

A, Dicksongruppe von k. 6

B n-te Potenz von z bzgl. o, 8

JAYY 75
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A {8]6 € A}, 41
Aut(T,+, <) Gruppe der isotonen Automorphismen von I’

Aut(F) Automorphismengruppe von F

Autg (F) Gruppe der K-Automorphismen von F
Autgy(F) Gruppe der (K)-Automorphismen von F, 21
Auty(F) Gruppe der t-Automorphismen von F', 39
v-Aut(K ) Gruppe der v-Automorphismen von K, 21

Ay-Aut(K)  Gruppe der A,-Automorphismen von K, 21
w-Aut(F) Gruppe der w-Automorphismen von F, 21
Ay-Aut(F)  Gruppe der A,-Automorphismen von F, 21

g K-Automorphismus mit €,(¢) = ¢, 33

€4 K-Automorphismus, 48

© Fortsetzung von ¢ zu einem t-Automorphismus, 39
A(F) Menge der Kopplungen auf F', 8

R (F) Menge der starken Kopplungen auf F', 8

K-8, Menge der starken K-Kopplungen auf F, 47
(K)-R Menge der (K)-Kopplungen auf F, 59

(K)-R, Menge der starken (K)-Kopplungen auf F', 59
t-R Menge der t-Kopplungen auf F', 39

R, Menge der starken #-Kopplungen auf F', 39

(K -1)-R Menge der (K - t)-Kopplungen auf F, 61

(K - 1)-Rs Menge der starken (K -t)-Kopplungen auf F, 61
AR Menge der A,-Kopplungen auf F', 21

Ap-Rs Menge der starken A,,-Kopplungen auf F, 21
w-K Menge der w-Kopplungen auf F. 21

w-R Menge der starken w-Kopplungen auf F', 21
t-w-R, Menge der starken t-w-Kopplungen auf F', 74
t-A-R, Menge der starken t-A,,-Kopplungen auf F', 74
K-w-R, Menge der starken K-w-Kopplungen auf F', 75
K-A,-R, Menge der starken K-A,,-Kopplungen auf F', 75
Pt Menge der normierten Primpolynome, 40

PN Menge der normierten, nichtlinearen Primpolynome, 55
Ds 54

M K-Algebra der 2 x 2-Matrizen iiber K, 47

o= Einheitengruppe von 9, 47
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Einheitsmatrix aus 9, 47
(M) Zentralisator von M in 9%, 47
(A) Determinante von A, 48
S(A) Spur von A, 48
— K* . Afiir A9, 47
={A|A e}, 47

Menge der Bahnen einer Operation

NN
23

RN
<

I ist keine Kleinsche Vierergruppe, 48
={y€elg|y<d} 18

Korper der formalen Potenzreihen auf I' iiber F, 14

MR B
—_ =5
S a3

Triger von z, 14

Zerfillungskorper von p, in K, 34

==
<

—~
o
S N’

Zerfillungskorper von {pg, |i € I} in K, 34

K>0 Menge der positiven Elemente von K
K® Menge der Quadrate in K, 50

K. = K U{e}, 50

aoyb Verkniipfung in K, bzgl. A, 50

I, 19
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