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Abstract

The high-frequency 2D wave equation is solved by the exponential Gautschi
method after projection onto a Finite Element space. Thereby, the discretization
error is independent from the product of the time step size with the frequencies.

In the course of the computation of the discrete solution, we have to evalua-
te matrix-vector products with transcendental matrix functions of matrices of
very large dimension. Approximating these matrix function-vector products by
Krylov subspace methods yields a restriction of the time step size by the wave
speed and the spatial mesh size. Therefore, we deploy a method to approximate
the matrix-vector products by spectral decomposition of the matrix functions
using the hierarchical matrices constructed by Hackbusch.

This leads to a method of almost linear complexity, i.e., linear up to lo-
garithmic factors, for solving the high-frequency 2D wave equation under the
assumption of smooth initial data. This method can also be applied to other
linear PDEs like the heat equation or Schrédinger’s equation.



Zusammenfassung

Die hochfrequente 2D Wellengleichung wird nach Projektion auf Finite Elemen-
te im Ort durch das exponentielle Gautschi-Verfahren gelost. Der Diskretisie-
rungsfehler ist dabei unabhéngig vom Produkt aus der Zeitschrittweite mit den
Frequenzen.

Im Zuge der Berechnung der diskreten Losung sind Matrix-Vektor-Produkte mit
transzendenten Matrixfunktionen von Matrizen sehr grofier Dimension auszu-
werten. Nachdem die Approximation dieser Matrixfunktion-Vektor-Produkte
mittels Krylovraummethoden die Beschrankung der Zeitschrittweite durch die
Wellengeschwindigkeit und die Gitterbreite im Ort zur Folge hat, wird eine
Methode entwickelt, die Matrix-Vektor-Produkte durch Spektralzerlegung der
Matrixfunktionen mittels der von Hackbusch konstruierten hierarchischen Ma-
trizen zu néhern.

Dies fiihrt auf ein Verfahren fast linearer (d.h. bis auf logarithmische Terme
linearer) Komplexitit zur Losung der hochfrequenten 2D Wellengleichung un-
ter der Voraussetzung glatter Anfangsdaten im Ort. Dieses Verfahren lésst sich
auch auf andere lineare PDEs wie die Warmeleitungsgleichung oder die Schro6-
dingergleichung anwenden.
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Einleitung

Die Modellierung des physikalischen Problems der hochfrequenten Wel-
lenausbreitung in zwei Raumdimensionen fithrt auf eine hyperbolische
Differentialgleichung mit bestimmten Anfangs- und Randbedingungen, die es
nach erfolgter Diskretisierung in einem endlichdimensionalen Funktionenraum
zu l6sen gilt.

Wird die durch Semidiskretisierung im Ort mittels Finiter Elemente erhaltene
ODE durch explizite Verfahren gelost, unterliegt die Zeitschrittweite aus Sta-
bilitdtsgriinden einer CFL-Bedingung. Ebenso hat die Verwendung impliziter
Integrationsmethoden zur Vermeidung grofler Phasenfehler die Beschréinkung
der Zeitschrittweite durch die Wellengeschwindigkeit und die Gitterbreite im
Ort zur Folge.

Das primére Ziel dieser Arbeit, die Entwicklung einer Methode zur Losung der
hochfrequenten 2D Wellengleichung ohne Beschriankung der Zeitschrittweite
durch die Wellengeschwindigkeit und die Gitterbreite im Ort, konnte fiir
geniigend glatte Anfangsdaten im Ort unter Verwendung von exponentiel-
len Zeitintegratoren und Zuhilfenahme hierarchischer Matrizen erreicht werden.

Exponentielle Verfahren ermoéglichen es, die Zeitschrittweite unabhingig von
den Frequenzen zu wihlen: Hochbruck und Lubich haben in [29] gezeigt,
dass das auf eine Arbeit des Schweizer Mathematikers Gautschi aus dem
Jahre 1961 zuriickgehende exponentielle Gautschi-Verfahren Fehlerschranken
2. Ordnung besitzt, die unabhéingig vom Produkt aus der Zeitschrittweite mit
den Frequenzen sind.

Die hochfrequente 2D Wellengleichung wird durch Projektion auf Finite
Elemente im Ort in ein Differentialgleichungssystem 2. Ordnung mit einer die
hochfrequenten Oszillationen verursachenden symmetrisch positiv definiten
Matrix iibergefiihrt. Losung dieses gewohnlichen Differentialgleichungssystems
mit dem Gautschi-Algorithmus erfordert die Auswertung von Matrixfunktion-
Vektor-Produkten mit transzendenten Funktionen von Matrizen sehr grofler
Dimension. Die Argumente dieser transzendenten Matrixfunktionen sind stets
skalare Vielfache der darstellenden Matrix des diskreten Laplace-Operators
in einer bestimmten FE-Basis. Durch Anwendung eines Theorems aus [30]
konnten wir zeigen, dass die Berechnung dieser Matrix-Vektor-Produkte
mittels Krylovraummethoden (siehe [7], [28], [30]) wiederum einen von der
Wellengeschwindigkeit und der Gitterbreite im Ort abhéngigen Aufwand zum
Erreichen einer vorgegebenen Genauigkeit besitzt.

Hackbusch hat in [19] und [20] Klassen sogenannter hierarchischer Matri-
zen (H-Matrizen) konstruiert, mit deren Hilfe sich bestimmte Operatoren
mit fast linearem (d.h. bis auf logarithmische Terme linearem) Aufwand
approximieren lassen. Diese Matrizen bestehen nahe der Diagonalen aus voll-
besetzten Matrixblocken, wihrend der Grofiteil der Auflerdiagonalblécke durch
Niedrigrang-Matrizen approximiert wird. In [19] und [20] wurden approximierte



Grundoperationen fiir H-Matrizen mit fast linearer Komplexitdt entwickelt.
In der vorliegenden Arbeit wurden jetzt mehrere hierarchische Zerlegungen
von H-Matrizen mit fast linearer Komplexitdt samt Riickwirtsanalyse fiir
die Approximationsfehler neu konstruiert. Eine davon, die LDLT-Zerlegung
symmetrisch indefiniter H-Matrizen, erwies sich als iiberaus geeignet fiir die
riickwértsstabile Berechnung von Eigenpaaren des diskreten Laplace-Operators:
Wir verwenden dazu ein auf Stewart ([43]) zuriickgehendes simultanes Iterati-
onsverfahren, das wir in der approximierten H-Arithmetik mit fast linearem
Aufwand abwickeln. Damit haben wir das Eigenwertproblem fiir den diskreten
Laplace-Operator im Wesentlichen auf die hierarchische LDLT-Zerlegung
zuriickgespielt. Analog zu den Eigenwerten und Eigenvektoren lassen sich
auch die Singuldrwerte und Singuldrvektoren riickwértsstabil in H-Arithmetik
berechnen.

Das in dieser Arbeit neu entwickelte Konzept zur Approximation der zur
Losung der 2D Wellengleichung mit dem Gautschi-Verfahren bendtigten
Matrixfunktion-Vektor-Produkte basiert auf Spektralzerlegung des diskreten
Laplace-Operators: Nicht die Krylovraume, sondern die aus den Eigenrdumen
zu den kleinsten Eigenwerten des diskreten Laplace-Operators bestehenden
Teilrdume erwiesen sich als geeignete Kandidaten zur Approximation der
Losung der hochfrequenten Wellengleichung. Durch Diagonalisierung der die
hochfrequenten Ostzillationen verursachenden Matrix entkoppelt das Diffe-
rentialgleichungssystem 2. Ordnung in lauter eindimensionale gewd&hnliche
Differentialgleichungen 2. Ordnung. So muss statt des exponentiellen Zeitinte-
grators im hochdimensionalen Koeffizientenraum der FE-Lésungen nur noch
eine bestimmte Anzahl eindimensionaler gewohnlicher Differentialgleichungen
2. Ordnung mit demselben Verfahren gelost werden. Dies erleichtert zudem
erheblich die durchzufithrende Konditionsanalyse.

Die entwickelte Methode zur Losung der hochfrequenten 2D Wellengleichung
fiir glatte Anfangsdaten im Ort besitzt — wie alle approximierten Operationen
mit H-Matrizen — fast lineare (d.h. bis auf logarithmische Terme lineare)
Komplexitdt. Aufwand und Approximationsgiite sind dabei unabhingig von
der Wellengeschwindigkeit. Die Genauigkeit der ermittelten Losung hingt nur
von der Glattheit der Anfangsdaten ab: Je glatter eine Funktion, umso weniger
FEigenfunktionen des Laplace-Operators werden fiir deren Approximation
bendtigt.

Neben der 2D Wellengleichung lassen sich auch die 2D Wérmeleitungs-
gleichung und Schrédingergleichung mittels desselben Verfahrens mit fast
linearem Aufwand I6sen: Fiir die Losung der Schrédingergleichung gelten
dieselben Voraussetzungen an die Glattheit der Anfangsdaten, wahrend die
Wirmeleitungsgleichung fiir geniigend grofle Zeiten mit von der Glattheit
der Anfangsdaten vollig unabhéngiger Approximationsgiite gelost werden kann.

Gavrilyuk, Hackbusch und Khoromskij haben in [14] bzw. [15] die Losungs-
operatoren einer parabolischen bzw. elliptischen Differentialgleichung durch



H-Matrizen approximiert. Die Ubertragung der Ideen aus [14] bzw. [15] auf
die Losungsoperatoren der (hyperbolischen!) Wellengleichung war nicht von
Erfolg gekront. Was die darstellenden Matrizen der Losungsoperatoren der
homogenen Wellengleichung betrifft, gelang der heuristische Nachweis, dass sie
fiir groe Wellengeschwindigkeiten und feine Gitter im Ort gar nicht durch
‘H-Matrizen approximierbar sind. Das liegt im Wesentlichen daran, dass die
den Singuldrwerten innewohnende Information iiber die hochfrequenten Oszil-
lationen in den Auflerdiagonalblécken nicht auf einige wenige Singuldrwerte
beschrankbar ist.

Mittels der in H-Arithmetik berechneten Eigenpaare gelang jedoch die
Konstruktion eines neuen Verfahrens zur Approximation einer bestimmten
Klasse transzendenter Matrixfunktionen, deren Argumente skalare Vielfa-
che der darstellenden Matrix des diskreten Laplace-Operators sind, durch
Niedrigrang-Matrizen samt der Bereitstellung hervorragender Fehlerschétzer
ohne zusétzlichen Aufwand. Dazu gehoren sdmtliche Matrizen, deren Singu-
larwerte ein geniigend rasches Abklingverhalten aufweisen, wie beispielsweise
die Exponentialfunktion des Laplace-Operators (Das ist die Losung der
Wirmeleitungsgleichung!). Dabei stellen diese Niedrigrang-Approximationen
nichts anderes als eine approximierte Singuldrwertzerlegung der jeweiligen
Matrixfunktion dar.

Die vorliegende Arbeit gliedert sich im Wesentlichen in vier Teile:

Im ersten Teil (Kapitel 1 und 2) diskretisieren wir das kontinuierliche Problem
zunéchst im Ort mittels Finiter Elemente. Die daraus resultierende ODE in der
Zeit wird dann mittels des exponentiellen Gautschi-Verfahrens in eine Drei-
Term-Rekursion fiir die diskrete Losung iiberfithrt. Die Galerkin-Konvergenz
fir die im Ort semidiskrete Wellengleichung konnte durch Ubertragung der
Beweisstrategie in [44] fiir dasselbe Vorhaben bei der Wérmeleitungsgleichung
realisiert werden. Der Konvergenzbeweis fiir den Gautschi-Algorithmus in
[29] konnte fiir die hier vorliegende, im Vergleich zu [29] spezielle Gestalt
der rechten Seite stark vereinfacht werden. Fiir unser Verfahren zur Losung
der hochfrequenten Wellengleichung konnten wir somit Fehlerschranken 2.
Ordnung sowohl fiir die Zeit- als auch fiir die Ortsdiskretisierung nachweisen.

Im zweiten Teil (Kapitel 3) wird zunéchst der Nachweis erbracht, dass
die Krylovunterriume die falsche Wahl zur Approximation der Losung der
hochfrequenten Wellengleichung sind. Im Anschluss daran wird eine unse-
ren Bediirfnissen angepasste Klasse von 2D H-Matrizen definiert, indem
die Vorgehensweise aus [20] fiir das regelmifBiige quadratische Gitter mit
stiickweise konstanten Funktionen auf das regelmiflige Dreiecksgitter mit
stiickweise linearen C°-Funktionen iibertragen wird. Dann werden die in
[20, Kapitel 4.4.2 und 4.4.3] in ihrer Funktionsweise nur kurz geschilderten
Matrix-Vektor-Multiplikation, Matrix-Addition, Matrix-Multiplikation und



Matrix-Invertierung fiir 2D H-Matrizen detailliert ausgefiihrt sowie jeweils
parallel zum hierarchischen Schema der approximierten Operationen mit-
laufende a posteriori Fehlerschétzer konstruiert. Im Anschluss daran werden
eine hierarchische Matrix-Vorwirts- sowie Matrix-Riickwértssubstitution
und damit eine hierarchische Cholesky-Zerlegung, LDLT-Zerlegung, QR-
Zerlegung und Polarzerlegung entwickelt sowie der Approximationsfehler
jeweils durch Riickwirtsanalyse bestimmt. Die H-QR-Zerlegung erfolgt
durch eine H-Matrix-Multiplikation, eine H-Cholesky-Zerlegung und eine
H-Matrix-Vorwértssubstitution und bietet anschliefend die Moglichkeit, den
orthogonalen Faktor in H-Arithmetik zu reorthogonalisieren. Dabei wird —
von der H-Invertierung bis zum vorgestellten Algorithmus fiir die H-QR-
Zerlegung — die entscheidende Rolle der Kondition der Ausgangsmatrix fiir die
Approximationsgiite anhand geeigneter numerischer Beispiele herausgearbeitet.

Nachdem uns nun ein Grofteil der linearen Algebra in hierarchischer Arithme-
tik zur Verfiigung steht, werden wir im dritten Teil in Kapitel 4 verschiedene
Wege zur Darstellung bzw. Approximation transzendenter Matrixfunktionen
mittels H-Matrizen aufzeigen und analysieren, wobei die theoretischen Resul-
tate stets durch anschauliche numerische Experimente in der Praxis erprobt
werden. Zunéchst zeigen wir, dass die Berechnung bestimmter Matrixfunktio-
nen durch sukzessive Duplikation der Argumente ein schlecht konditioniertes
Unterfangen darstellt. Dann folgt ein heuristischer Beweis fiir die Nichtappro-
ximierbarkeit bestimmter oszillatorischer Matrixfunktionen durch H-Matrizen
und wie diese Matrizen durch Glattung in durch Niedrigrang-Matrizen
approximierbare Matrixfunktionen {iiberfiihrt werden konnen. Die Tatsache
der Nichtapproximierbarkeit eines Operators wird auch durch einen Blick
auf die Nichtglattheit des zugehorigen Integralkerns deutlich gemacht. Die
Niedrigrang-Approximationen an die geglitteten Matrixfunktionen werden
schlieBlich aus der im Vorhergehenden entwickelten Spektralzerlegung in
‘H-Arithmetik der darstellenden Matrix des diskreten Laplace-Operators
gewonnen.

In Kapitel 5 werden dann die 2D Wellengleichung, Schrédingergleichung bzw.
Wirmeleitungsgleichung als entkoppelte Systeme einer bestimmten Anzahl
eindimensionaler Wellen-, Schrédinger- bzw. Warmeleitungsgleichungen geltst:
Diese Anzahl ist im Falle der Wellengleichung und Schrédingergleichung
allein durch die Glattheit der Anfangsdaten vorgegeben, was durch geeignete
numerische Experimente verdeutlicht wird. Fiir die Losung der Wéarmelei-
tungsgleichung ist sie fiir geniigend grofle Zeiten auch davon unabhéngig.

Im vierten und letzten Teil (Kapitel 6) werden schlieBllich die Grundziige
der Implementierung in der Programmiersprache C vom Speicherschema fiir
die H-Matrizen und der rekursiven Struktur deren approximierten Operationen
bis hin zur L?-orthogonalen Projektion von L?(Q) auf den FE-Raum V}, und
zur Auswertung transzendenter Matrixfunktionen dargestellt.



Der Grofiteil der Kapitel folgt einem genesisorientierten Aufbau: Die ein-
zelnen Resultate werden schrittweise entwickelt, wobei auch fehlgeschlagene
Losungsansitze und Sackgassen in der Entwicklung Erw#dhnung finden. Am
Anfang eines jeden Kapitels werden die zentralen Ergebnisse zusammengefasst
aufgelistet und deren Relevanz fiir die folgenden Abschnitte herausgestrichen,
um dem Leser die jeweils gesteckten Ziele klarzumachen.
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Kapitel 1

Das kontinuierliche Problem

In diesem Kapitel werden wir zunéichst in Abschnitt 1.1 die zu behandelnde
Aufgabe in einem geeigneten Funktionenraum formulieren sowie einige theore-
tische Resultate wiedergeben, die die Losung dieser Aufgabe betreffen.

Im Anschluss daran werden wir in Abschnitt 1.2 bereits bestehende Losungs-
moglichkeiten skizzieren und deren Unzulénglichkeiten diskutieren.

Schliefflich werden die Ziele genannt, die wir im Rahmen dieser Arbeit erreichen
mochten.

1.1 Die Problemstellung

Im Folgenden sei 2 = (0, 1) das offene Einheitsquadrat des IR?. Wir betrachten
die inhomogene 2D Wellengleichung auf dem Einheitsquadrat

ug(t,z) — AAu(t,z) = f(t,z), =€ Q,tel0,T] (1.1)

im hochfrequenten Bereich, d.h. fiir Wellengeschwindigkeiten ¢ > 1, mit homo-
genen Dirichlet-Randbedingungen

ulog =0
und den Anfangsbedingungen
u(0,-) = up € Hy(Q), u(0,-) =g € L*(Q). (1.2)
Fiir die Inhomogenitét f gelte f € L2(Q2) und T > 0 sei eine feste Endzeit.

Wir haben uns aus Bequemlichkeitsgriinden in dieser Arbeit auf das 2D
Einheitsquadrat beschrankt. Man beachte jedoch, dass die im Folgenden
erarbeitete Losungsmethode auf beliebige beschrinkte Gebiete © < IR?
verallgemeinerbar ist.

Bezeichne A den selbstadjungierten Friedrichs-Darstellungsoperator

A:Dy C Hy(Q)NH*(Q) — L*(Q) (1.3)



der Dirichlet-Form (Vu, Vv)2, d.h.
(Au,v)2 = (Vu, Vo) 2 = a(u,v), u€ Dg,v € HE(Q)

(siehe [34, Seite 332 ff.]) auf dem 2D Einheitsquadrat € mit homogenen
Dirichlet-Randbedingungen.

Das abstrakte Cauchy-Problem fiir die Wellengleichung in L?(Q)
ugy + A Au=f, u(0,-) =ug € HH(Q), u(0,-) = tp € L*(Q) (1.4)

mit u(t, ) € H}(Q)NH?(Q) besitzt eine eindeutige Losung (siehe z.B. [47, Seite
419 ff.] oder [32, Seite 96]), die formal durch

u(t,z) = cos(tevA)ug(x) + (evV/A) Lsin(tev'A) g (x) +
/ (VA sin((t — s)evVA) f (s, x)ds (1.5)

0

gegeben ist.

1.2 Die Ziele dieser Arbeit

Projizieren wir die kontinuierliche Gleichung (1.4) im Ort auf Finite Ele-
mente und l6sen die resultierende gewohnliche Differentialgleichung mittels
eines expliziten Zeitintegrators, bekommen wir aus Stabilitédtsgriinden eine
CFL-Bedingung, die die Zeitschrittweite durch die Gitterbreite h auf dem
Einheitsquadrat sowie durch den Kehrwert der Wellengeschwindigkeit c—*
beschrankt.

Bei der Verwendung von impliziten Integrationsverfahren muss die Zeitschritt-
weite ebenso an die Gitterbreite im Ort und an die Wellengeschwindigkeit ge-
koppelt werden, um grofle Phasenfehler zu vermeiden: Die Lésungen cos(tcx/Z)
und sin(tcv/A) bzw. exp(itcy/A) der Wellengleichung haben oszillierenden
Charakter, implizite Verfahren liefern jedoch eine rationale Approximation
an die Exponentialfunktion! Um diese Oszillationen mittels rationaler Funk-
tionen aufzultsen, muss die Zeitschrittweite entsprechend klein gewéhlt werden.

Nun stellt sich die folgende Frage: Konnen diese Beschrinkungen an die
Zeitschrittweite vermieden werden, und wenn ja, wie?

Wiirden wir statt der rationalen Approximationen die transzendenten Ma-
trixfunktionen selbst in den Zeitintegrator einbauen, so wiirden wir keine
Beschrénkung der Zeitschrittweite mehr erhalten (siehe [29]). Damit hétte sich
die Schwierigkeit der Losung der Wellengleichung auf die Auswertung obiger
transzendenter Matrixfunktionen bzw. von Matrixfunktion-Vektor-Produkten
verlagert.



Hauptziel dieser Arbeit wird nun die Konstruktion eines numerischen Integra-
tionsverfahrens sein, die hochfrequente Wellengleichung stabil und effizient un-
ter Einbindung transzendenter Matrixfunktionen zu l6sen und dadurch jegliche
Beschrinkung der Zeitschrittweite sowohl durch A als auch durch ¢! zu ver-
meiden.

Die Methode soll iiberdies adaptiv in Ort und Zeit sein, und die aus der feinen
Ortsdiskretisierung resultierenden Matrizen grofier Dimension sollen mit mog-
lichst wenig Rechenaufwand unter Einhaltung einer vorgegebenen Genauigkeit
behandelt werden.
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Kapitel 2

Das diskrete Problem

In Abschnitt 2.1 wird das kontinuierliche Problem zunéachst im Ort auf einen
endlichdimensionalen Teilraum V}, von H}(Q) projiziert.

In Abschnitt 2.2 wird dann die Galerkin-Konvergenz fiir das semidiskrete Pro-
blem in V}, gezeigt. Dabei wird der in [44] fiir die Wéarmeleitungsgleichung an-
gegebene Konvergenzbeweis einfach auf die Wellengleichung tibertragen.

In Abschnitt 2.3 wird die Losung der aus obiger Projektion resultierenden ge-
wohnlichen Differentialgleichung auf ihre Sensitivitit gegeniiber Stérungen bzgl.
der Anfangswerte und der rechten Seite untersucht. Dabei stellt sich heraus, dass
die Kondition der Lésung der hochfrequenten Wellengleichung direkt propor-
tional zur Wellengeschwindigkeit und zur Zeit ist.

In Abschnitt 2.4 stellen wir das exponentielle Gautschi-Verfahren vor. Zunéchst
listen wir dessen wesentliche Eigenschaften und Vorziige auf. Danach wird die
Konvergenztheorie wegen der Abhéngigkeit der Inhomogenitit allein von der
Zeit gegeniiber der in [29] gefiihrten stark vereinfacht dargelegt.

Schliefilich wenden wir in Abschnitt 2.5 das exponentielle Gautschi-Verfahren
auf die semidiskrete Wellengleichung in V}, an und zeigen die Konvergenz qua-
dratischer Ordnung des diskreten Problems sowohl in der Zeit als auch im Ort.

2.1 Die FE-Semidiskretisierung im Ort

Wir projizieren die inhomogene 2D Wellengleichung zuerst im Ort auf den end-
lichdimensionalen Raum der stetigen stiickweise linearen Dreieckselemente bzgl.
der regelméfigen Triangulierung des 2D Einheitsquadrates.

Problemstellung:
Ausgangspunkt ist die 2D Wellengleichung im hochfrequenten Bereich

uy — EAu=f, € Q,tel0,T] (2.1)
mit homogenen Dirichlet-Randbedingungen

ulgpn =0

11



und den Anfangsdaten

u(0,) = ug € H (), u(0,-) = 1o € L*(Q). (2.2)

Schwache Formulierung:
Die Variationsformulierung fiir diese hyperbolische Differentialgleichung lautet

(uge, v) 2 + A(Vu, Vo) 2 = (f,v)2 Yo € H () (2.3)

FE-Diskretisierung:

Sei V}, = span({q/)? ;\/21) mit der Menge {¢§L}§V:1 der zur betrachteten Triangu-

lierung gehorigen nodalen Basisfunktionen.

Ok— 1

Abbildung 2.1: Regelmifiige Triangulierung des Einheitsquadrates €2 mit der

. . 1
Gitterbreite h = P

Wir projizieren nun Gleichung (2.3) von H}(Q) auf den Raum V}, der stetigen
stiickweise linearen Finiten Dreieckselemente auf dem regelmiflig triangulierten
Einheitsquadrat, wobei h = %H dessen Gitterbreite bezeichnet bei n Freiheits-
graden in z- und in y-Richtung, also insgesamt N = n? Unbekannten:

N
we HN Q) — uh:Zu]@b?EVh
7j=1

Dadurch erhalten wir aus (2.3)

(ii, ¥} ) 2 + ¢ (Vun, VO ) 2 = (£,9)) 2, §=1,...,N. (2.4)

Bezeichne nun @Q), die L?-orthogonale Projektion auf V3, d.h.
(fr)ie = (@Quf,¥f)re Y1<j <N, feL*Q),

12



und sei
(Vup, Vop) 2 = (A7 up, o) 2 = a(un, vn), un,vp € Vi,

also A} = QrAQp, : Vi, — Vj, der Rieszsche Darstellungsoperator auf Vj,.

Dann folgt die semidiskrete inhomogene Wellengleichung in V3,
Up + c2AZpuh =Qnf, up: ]O,T] — W, (2.5)
mit den Anfangsdaten

upo = Qpuo, Uno = Qplo,

eine gewohnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung mit dem bzgl. (-, )2
selbstadjungierten, unbeschrankten und positiv definiten diskreten Operator
ATP auf Vj,.

Die Konvergenztheorie werden wir fiir diese ,basisfreie* Version (2.5) fiihren,
wéhrend sich fiir die algorithmische Realisierung die Darstellung in der nodalen
FE-Basis empfiehlt:

Sei up, = Z;-V:lujz/;;? und Qnf = Zjvzl fﬂp;}_ Mit u, = (ul,...,uN)T und
fr, = (f1,..., fn)7T ist (2.4) dquivalent zu

N N N
D i e + A wia(W,0f) =Y L e, =1,...,N
=1 =1 =1

<~ My, + CQAhuh = Mpfy, (26)

wobei die symmetrisch positiv definiten N x N-Matrizen

My = (), 0812

1<i,j<N

die zur nodalen FE-Basis {¢;L}§V:1 gehorige Massenmatrix und

Ap = (a( ?7%0?))

1<i,j<N
die zugehorige Steifigkeitsmatrix bezeichnen.
Wir wollen nun den Zusammenhang der beiden Darstellungen (2.5) und (2.6)

genauer untersuchen.

Sei ®;, der durch
N
O RN = Viswy > up = Y ugghl
j=1

definierte Isomorphismus zwischen IRY und V}, (vgl. [18, Kapitel 8]) sowie der
(adjungierte oder) duale Operator ®} durch

)V — (RN u) — @ ul == u} oy,
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gegeben.

Sei X ein Hilbertraum. Dann ist die Abbildung Rx : X — X*;z — z* mit
z*(y) = (z,y)m Yy € X eine Isometrie zwischen dem Hilbertraum X und dem
Dualraum X*. Seien also die Isometrien

Rpw : RY — (RM); R (va) (un) = v, (up) = (un, viy) = (vi, up)a

und
Ry, : Vi = Vs Ry, (i) (un) = vy (un) = (un, v4) = (vh, un) 2

gegeben, wobei (-, -) das jeweilige Dualitétsprodukt bezeichne.
Mit diesen Isometrien definieren wir die Hilbertraum-Adjungierte

@}, := R\ @, Ry, : Vi —» RY.
Damit gilt fiir v, € V3, und u;, € RY
(Uh,‘I)huh)L2 = U;;(‘I)huh) = @Zv,’fb(uh) = RRNQ)ER;:UZ(uh)
= (®hon)"(un) = (Phvn, up)2
und somit (®jvp); = (vh,@b;?)Lg.
Lemma 2.1 (Massenmatrix und Steifigkeitsmatrix)
Es gelten folgende Beziehungen:
(a) Ah = (I)ZAZp(Dh
(b) Mp = @;®p
(c) M; 1A, = @, 1 AP,
Beweis: (a) Es ist
(An)ji = (APYP 1) 12 = (AP Bre;, Prej) 2 = (D AT Bh)es, €5)r

sowie andererseits
(An)ji = (Anei, ej)2

fiir alle 1 < 4,5 < N. Daraus folgt sofort A, = ®; A}’ ®y,.
(b) Weiter ist

(Mp)ji = WP, Y1) 12 = (Prei, Prej) 2 = (5 Pn)es, €))2

sowie andererseits
(Mp)ji = (Mpe;, e5)2

fiir alle 1 <¢,7 < N. Daraus folgt sofort M;, = ®} ®y,.
(c) Fiir die lineare Abbildung M, LA, : RN — RY folgt schlieBlich

M, Ay = 8, AP,

aus (a) und (b). O
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Zusammenfassung und Ausblick:

e Der Wechsel von der basisfreien Darstellung zur Darstellung in der noda-
len FE-Basis erfolgt durch den Operator ®;. Um die Metrik zu erhalten,
ist dabei das L?-Skalarprodukt (-,-)z2 in V}, durch das mit M} definierte
Skalarprodukt (-,-)as, := (Mp,-,-)2 im RN zu ersetzen.

e Wihrend wir die nun folgende Konvergenztheorie fiir die Galerkin-
Konvergenz in der basisfreien Darstellung fithren werden, wird die al-
gorithmische Realisierung in der Knotendarstellung erfolgen.

2.2 Die Galerkin-Konvergenz

Wir haben in Abschnitt 2.1 die kontinuierliche Wellengleichung von H}(Q) auf
V}, projiziert:

PDE ODE
i+ cCAu=f — iip, + AP up = fi
Losung u Losung up

Im Folgenden werden wir die Konvergenz u;, — wu der Losung der semidis-
kreten Wellengleichung in V;, (ODE) gegen die Losung der Wellengleichung
in H}(Q) (PDE) fiir h — 0 nachweisen, genauer ||u — up|| < Ch? in einer
geeigneten Norm || - || mit einem g € IN, wobei C' — im Gegensatz zur Wellenge-
schwindigkeit ¢ — hier und im weiteren Verlauf dieser Arbeit stets eine positive
Konstante bezeichnet.

Wir iibertragen im Folgenden die zweite Beweisstrategie von [44, Theorem 1.3]
fiir die Warmeleitungsgleichung auf die Wellengleichung.

Theorem 2.2 (Galerkin-Konvergenz fiir die Poisson-Gleichung)
Seien up, und u die Lisungen der Gleichungen

Azpuh = th m Vh (27)

und

Au = f in H3(Q). (2.8)
Dann gilt fir1l <s<2
lu, — ull g2 < CR®|lullgs und |V (un —u)ll g2 < Ch*|ullgs.

Beweis: [44, Theorem 1.1] O

Bezeichne Ry, : HE(Q) — Vj, die Ritz-Galerkin-Projektion von Hg(Q) auf Vj,
d.h.
a(Rpu,vp) = a(u,vp) Yo, € V. (2.9)

Rpu ist die FE-Losung uy, der diskreten Poisson-Gleichung (2.7).

Die folgende Fehlerschiitzung ist eine direkte Konsequenz aus Theorem 2.2:
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Lemma 2.3 (Direkte Konsequenz aus Theorem 2.2)
Mit der Ritz-Galerkin-Projektion Ry, aus (2.9) gilt

[Brv = vllz2 + B[V (Bro = v)|| 2 < Ch®|[v][ g
fiir alle v € H5(Q) N HL(Q),1 < s <2.

Unser Ziel ist nun eine L2-Fehlerschitzung der Losung des semidiskreten
Cauchy-Problems

i + AP u, = Qunf,  un(0) = Qpuo, wn(0) = Qpilp. (2.10)

Theorem 2.4 (Fehlerschitzung in der L2-Norm)
Seien u und uy, die Losungen der Anfangswertprobleme (AWP) (1.4) und (2.10).
Dann gilt

lun(®) = u®)llzz < OB [luoll s + fy lue(s) | 2dls +
t (Itioll s + fi lfuee(s) 102l |

Beweis: Wir suchen nach einer oberen Schranke fiir ||uj, —u/| ;2. Dazu schreiben
wir up —u = 0 + p mit 0 = up — Rpu, p = Rpu — u, und beachten, dass der
Operator Rj, mit der Zeitableitung * vertauscht.

Die Abschiitzung fiir p(¢) in der L2-Norm

Il = IRwut) = u(®)lz2 < Chu()
R (Iluolli + fi us(s)ll2ds )

IN

folgt sofort mit Lemma 2.3.

Im Hauptteil des Beweises vergleichen wir nun die Lésung des semidiskreten
Problems mit der Ritz-Galerkin-Projektion der exakten Losung.
Die Losung der homogenen Wellengleichung

ug + 2 Au =0, u(0) =up, u(0) = g (2.11)
ist formal gegeben durch
Unom (1) = cos(teV/A) ug + (v A)~Lsin(tev/A) o, (2.12)
die Loésung der inhomogenen Wellengleichung
ug + 2 Au = f, u(0) =up, w(0) = g (2.13)

ergibt sich mittels Variation der Konstanten zu

¢
Uinhom (t) = Unom (t +/ Lsin( t—s)cx/—) f(s)ds. (2.14)
0
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Der diskrete Laplace-Operator A;” : V;, — Vj, steht mit unseren iibrigen Ope-

ratoren durch die Gleichung
APR, = QrA
in Beziehung, denn

(AZpRhu,vh)Lz = a(Rpu,vp) = alu,vp)
= (Au,vp)r2 = (QrAu,vp)r2 Yo € Vi

Unter Verwendung von (1.4), (2.10) und (2.15) folgt nun

Htt + CQAZPH = (Uh,tt + CQAZpuh) — (Rhutt + c2AZpRhu)
= Quf +(Qn— Ru)uy — Qn(uy + ¢* Au)
Qn(I — Rp)uys = —Qnput

fir ¢t > 0.
Mit der Loésung

Unhom (t) = cos(tey/ AP ) uon + (cy/ ATP) ™t sin(tey/ AP) top,

der homogenen semidiskreten Wellengleichung
un gt + AP U =0, up(0) = uon,  n(0) = ton

und der Lésung

t
whimpom(t) = U nom(£) + / A%V sin((t — s)er/AP) fu(s)ds
0

der inhomogenen semidisktreten Wellengleichung

Upt + AP up = fr, up(0) = ugn, Ur(0) = oy

folgt aus (2.16)

0(t) = cos(tey/ ASP)0(0) + (cy/ AP) L sin(tey/ ATP) 0(0) —
¢
/ AOp Usin((t — s)cy/ AP )Qnpu(s)ds
0
Der Operator cos(tcy/A3P) ist ,stabil in L(€2), d.h. es gilt

| cos(tey/ AyY) uonllrz < [luonll L2

(2.15)

(2.16)

(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)

fiir alle up, € Vi, t > 0: Aufgrund der Selbstadjungiertheit von A7 besitzt der
Operator cos(tcy/A;") niamlich ein Orthonormalsystem von Eigenfunktionen
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bzgl. (-,-)r2 mit allen Eigenwerten betragsméBig kleiner gleich 1.

Analog dazu ist
1(cy/ AR) ™ sintey/ AP donll 2 < t|ldon ]l 2

fir alle ugp, € Vi, t > 0.
Da Qj Norm 1 in L?(f2) hat, impliziert (2.21)

16()lIz2 < 116(0)[lz2 +¢ | [16(0)]] 2 +/Hptt(3)”L2ds : (2.22)
0

Daher gilt mit

1000)[[2 = I[luon — Ruuollz2 < |luon — uollp2 + [[Rruo — uol| 12
< Ch*||ug| g2,

1000)|l2 = |ltion — Rutioll 2 < |[tion — tiol|z> + || Ratio — tio]| 12
< Ch?|lio]| g2,

und
lpeellre = || Rhuse — ueell 2 < Ch?||ug| g2

insgesamt

t
102 < O2 | luollae + tllioll s + / luee ()] 2
0

und die Behauptung von Theorem 2.4

lun(®) = u®llze < ot)llze + 1600
Ch? [ o2 + [ lue(5)l| 25 +

t(liollrrz + fi luee(s)llpr2ds ) |

AN

|

Die gewiinschte Abschétzung fiir  war im obigen Beweis eine Konsequenz der
Stabilitéat der Losungsoperatoren der homogenen semidiskreten Wellengleichung
in Kombination mit der Fehlerschitzung fiir py = (R, — I)ug in || - || 2.

2.3 Sensitivitiatsanalyse der Matrixexponentialfunk-
tion

Es gibt diverse Artikel zur Konditionsanalyse der Matrixexponentiellen (siehe

z.B. [1], [39], [45], [46]). Da wir es hier mit der Exponentialfunktion einer

Matrix zu tun haben, deren siamtliche Eigenwerte auf der imaginéren Achse
liegen, empfiehlt sich ein Vorgehen nach dem Vorbild von Grébner/Aleksejew
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(siehe z.B. [6, Seite 58 ff.]).

Betrachten wir die gewohnliche Differentialgleichung 1. Ordnung
i = f(z) =icV Az (2.23)

mit dem Anfangswert (0) = z¢ und einer symmetrisch positiv definiten Matrix
A e RNV,
Die Losung von (2.23) lautet

z(t) = Oy, = eicmtwo,

wobei die Einparametergruppe von Diffeomorphismen ® den Phasenflul der
Differentialgleichung (2.23) bezeichnet.
Die sogenannte Propagationsmatrix

Wi(t—s):= Dx@t_5m|x:q>smo e RVXN,
welche die Variationsgleichung

d

aW(t —8) = fu(®'2g) - W(t —5), W(O)=1

lost, gibt an, wie stark sich eine Stérung 6z, der Losung z(s) zum Zeit-
punkt s fiir ¢ > s verstirkt. Es gilt ndmlich linearisiert 6z(t) = W (t — s)éxs.
Fiir die Differentialgleichung (2.23) ergibt sich die Variationsgleichung zu

%W(t —s)=icVA-W(t—s), W0)=1I

und somit die unitére Propagationsmatrix W (t — s) = eicVA(t=s)

Wir lassen nun parametrische Stérungen der rechten Seite f(z) = f(z; )
zu (Wir stéren die symmetrisch positiv definite Matrix A.) und untersuchen,
wie sich Stérungen in A auf die Losung () des AWP auswirken.

Dabei erweitern wir die Differentialgleichung durch Ankoppeln der Parame-
ter als neue Variablen, so dass sich die Untersuchung von Stérungen bzgl. der
Parameter auf die soeben behandelte Untersuchung der Stérungen bzgl. der
Anfangswerte zuriickfiithren lésst. Sei also

p(t) = flx(t) Q@) =icyAMB)a(t) , x(0) =z
At) = 0 , AM0)=X=4

(=)

Die Sensitivitdtsmatrix P(t; A\g) = dil)\i)txd A=), die die inhomogene Variations-
gleichung

d
ap(t; Xo) = fo(® s Ao) P(t; Xo) + fr(@Pzo; Ao)

mit homogenen Anfangswerten P(0; \g) = 0 lost, gibt die Anderung der Losung
z(t) mit A im Punkt \g an: éz(t) = P(¢; Ao)dA.
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Aus der Losung W (t — s) der homogenen Variationsgleichung erhalten wir mit-
tels Variation der Konstanten

P(t; No) fo f,\(<1>8m0,)\0)ds
fot e“\ﬁ(t_s)ic%)\o 2, PSxpds,

wobei hier - fiir das Argument von P(t; \g) steht, und fiir die Norm der Sensi-
tivitdtsmatrix

IPEX)] = max [P M)E

IIEH Hft iev/A(t— Szc%A_%Eq)sxodsH
]

S Jo A2 | BI| - [|®%molds < Ce fy [l2(s) ] ds
Ctc rnaX llz(s)]]
s€[0,t]

)

IA A

wegen der Umtarltat des Operators eieVA(t=5) ynd der Beschrinkheit des
Operators A~ 3.

Fiir nicht-parametrische Stérungen §f(z) der rechten Seite f(x) gilt
nach Aleksejew (1961) und Grébner (1960):

Das AWP & = f(x), x(0) = zo habe die Losung z, das gestorte Problem
&= f(x)+6f(x), z(0) =zo die Losung = = = + éz.

Dann ist

o(t) = /M(t _ 8)6F(#(s))ds
0

fiir ¢ hinreichend nahe bei 0, wobei M eine stetige matrixwertige Abbildung ist
(,nichtlineare Variation der Konstanten®, siehe [6, Seite 59]).

Fiir kleine Stérungen §f ergibt sich durch Linearisierung sowohl §f(Z(s)) =
8f(x(s)) als auch M (t — s) = W(t — s) und somit 6z(t) zu

O/Wt—séf 2(s))ds

fiir ¢ hinreichend nahe bei 0 mit der zu  gehorigen Propagationsmatrix W (t—s)
(siehe [6, Seite 60]). Damit ergibt sich

53(t) = / eiVAE=3)5 £ ((s))ds
0

und

Jox(o)] < / o (a(s))lds < ¢ ma [16f(a(s) |

20



Fiir Stérungen der Form ¢ f(z) = icEx ergibt sich das zu vorhin analoge Resul-
tat

[6z(2)]| < te max [lz(s)| - || E]-
s€[0,t]
Fazit: Storen wir also die darstellende Matrix des diskreten Laplace-Operators,

so ist in der Losung der Wellengleichung mit einer ,linearen Verstirkung des
Eingabefehlers um einen zu tc proportionalen Faktor zu rechnen.

2.4 Der Gautschi-Algorithmus

Wir haben bisher die kontinuierliche Wellengleichung auf den FE-Raum V}, pro-
jiziert. Lost man die daraus resultierende ODE 2. Ordnung in der Zeit mittels
expliziter Verfahren, so erhilt man aus Stabilitédtsgriinden eine CFL-Bedingung
der Form 7 = Chc™!, wobei 7 die Zeitschrittweite, h die Gitterbreite im Ort
und ¢ die Wellengeschwindigkeit bezeichnen.

Die Anwendung impliziter Verfahren liefert aus Genauigkeitsgriinden der ratio-
nalen Approximation an die Exponentialfunktion eine analoge Beschrinkung
von 7 durch h und ¢ %

Um diese Zeitschrittweitenbeschréinkung zu umgehen, verwenden wir statt einer
polynomialen bzw. rationalen Approximation an die Exponentialfunktion diese
Funktion selbst, also statt einem expliziten bzw. impliziten einen exponentiellen
Zeitintegrator.

2.4.1 Das Gautschi-Verfahren

Wir betrachten das gewohnliche lineare Differentialgleichungssystem 2. Ord-
nung der Dimension N

§(t) + Ay(t) = f(t), y(0) = y0,9(0) = o (2.24)

mit einer symmetrisch positiv semidefiniten Matrix A € RY*" in dem hoch-
frequente Oszillationen vom linearen Teil Ay herriihren.

Das numerische Schema basiert auf der Forderung, dass das System (2.24) mit
konstanter Inhomogenitit f exakt integriert werde. Wir beweisen, dass das In-
tegrationsschema Fehlerschranken 2. Ordnung besitzt, die unabhéngig vom Pro-
dukt aus der Zeitschrittweite mit den Frequenzen sind: Weder aus Stabilitéts-
noch Genauigkeitsgriinden muss die Zeitschrittweite durch die Frequenzen von
A beschrankt werden (siehe [29]).

Als Gautschi-Algorithmus wird nun die folgende Drei-Term-Rekursion zur Lo-
sung des Differentialgleichungssystems (2.24) bezeichnet:

Ynt1l — 2Yn + Yn—1 = TQU(TQA)(_Ayn + fn): (2'25)
wobei y,, eine Naherung von y(t,), t, = n7 und f, = f(t,) ist sowie

2
o1
sin 5 1-—

§$ X
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Das Drei-Schritt-Verfahren (2.25) hat die Startwerte yo und
1
y1 = cos(TvVA) yo + (VA) tsin(rvVA) 9o + 57'20(7'214) fo-

Man beachte, dass fiir eine symmetrisch positiv semidefinite Matrix A eine
eindeutig definierte Matrix B mit B2 = A existiert, d.h. A hat eine eindeutige
Quadratwurzel v A.

2.4.2 Eigenschaften des Gautschi-Verfahrens

1) Struktur des Gautschi-Algorithmus:

o = 1 wiirde ein diskretes Schema liefern, das durch Diskretisierung der 2.
Zeitableitung mittels des zentralen Differenzenquotienten 2. Ordnung entsteht
(Stormer-Methode, siehe [26, Seite 462]). Einfiigen obiger transzendenter Funk-
tion o macht daraus einen exponentiellen Zeitintegrator.

2) Ein Algorithmus fiir die Ableitung:
Naherungen fiir die Ableitung der Losung lassen sich durch die folgende Drei-
Term-Rekursion berechnen:

yn+1 - yn—l + 2Tw(T2A)(_Ayn + fn) (2'26)

mit ¢(2%) = £2Z und den Startwerten gy und

71 = —VAsin(tVA) yo + cos(TVA) g0 + Th(7%A) fo.

3) Exaktheit des diskreten Verfahrens fiir konstante Inhomogenitét:
Das Gautschi-Verfahren liefert die exakte Losung von (2.24) fiir f = const:

y(t+7) = 2y(t) +y(t —7)
= COS(T\/_) (t) + (VA) ' sin(rVA) y(t) +
fo “Lsin((1 — s)VA) fds — 2y(t) +
COS(T\/_) (t) — (VA) Lsin(rvVA) §(t)—
fO_T(\/Z)_l sin((7 + s)\/_)fds
= 2cos(TVA)y(t) — 2y(t) + 2471 f — 247 cos(TVA) f
= —2(I — cos(7vA))y(t) + 2(I — cos(tv/A))A~!
= 2r2 LA AL Ay () + f)
= T?o(r?A)(~Ay(t) + f)
ylt+7) =yt —7)
= — Asin(T\/_) y(t) + COS(T\/Z) —i—fo cos((T — s)\/Z)fds
—VAsin(rv/A) y(t) — cos(rvVA) §(t) — [ 7 cos((7 + 5)V'A) fds
= —2vAsin(rVA) y(t) + 2(VA) ' sin(rvVA) f
= 27(rVA) " sin(rVA) (- Ay(t) + f)
= 2my(r?A)(-Ay(t) + f)



4) Energieerhaltung:

Die Gautschi-Methode ist energieerhaltend, da die Loésungen y, und g, der
homogenen Drei-Term-Rekursionen wegen Eigenschaft 3) der exakten Lésung
y(tn) und deren Ableitung ¢(t,) entsprechen und die Energie fiir die kontinu-
ierliche homogene Gleichung erhalten ist: Mit

1,. . 1
Eges(t) = Ekin(t) + Epot(t) = §<y(t)7 y(t)>2 + §<Ay(t)7 y(t)>2
gilt ndmlich .
Eges(t) = ((t), 9(t))2 + (Ay(t),y(t))2 = 0.
2.4.3 Konvergenz des Gautschi-Verfahrens

Der im Folgenden gefithrte Beweis lehnt sich an die Darstellung in [29] an, ist
aber wegen der Abh#ngigkeit der Inhomogenitit f allein von der Zeit stark
vereinfacht worden.

Theorem 2.5 (Konvergenz in der euklidischen Norm)
Fiir den Fehler e, = y, — y(t,) des exponentiellen Gautschi-Verfahrens (2.25)
gilt

M M-
I = st < 7 (e + 3202 ).

wobei || fF) ()| < My VYt € [0,T],k=1,2,3.

Man beachte, dass die Fehlerschranke gleichméfig in den Frequenzen ist, d.h.
hohe Frequenzen haben keine Einschrdnkung von 7 zur Folge.

Fiir den Beweis von Theorem 2.5 benétigen wir die folgenden drei Lemmata:

Lemma 2.6 (Abbrechfehler des Gautschi-Verfahrens)
Der Abbrechfehler

dp = y(tnr1) = 2y(ta) + y(tn-1) — 720 (T2 A) (= Ay(ta) + f(tn))

ist von der Form
dp =1L, + 752,

mit || Lyll2 < Ma und [|zn[l2 < Ms.
Beweis: Mit der exakten Losungsformel
y(t+7) = cos(rVA)y(t) + (VA) ' sin(rvA) y(t)+
Jo WA sin((T — s)VA) f(t + s)ds
gilt

T

dy = / (VA sin((r — VA [f(tn +8) — 2£(ta) + F(tn — )] ds

0
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und mit
. . 32 33
f(tn + 8) - f(tn) = :l:f(tn)s + f(tn)E + f(3)(t$)€,

wobei - = t(s) zwischen t,, und t,, + s liegt, folgt

3

dp = [ (VA sin((r = VA [2(t) 5 + FOE) = FO;)) %5 | ds
— 72 [HrVA) Lsin((1 - 0)7VA)
[2F (1) 52 + (FO(5) — FO (1)) &2 o

= T4

(TVA) sin((1 — )7V A) f(t,)0%d0 +

o

X =:Ln 93
[V sin((1 - 0rVAO ) - 1O t,)) b,
0

wobel

ILalls < [ 1(rvV/A)sin((1 — 0)7VA) |2 || f(ta)]]26%d8

< J1(1—60)62d8 - My = LM,y
und
Izalls < fy I(rVA) sin((1 — O)7VA) |2 [|FO) (th) — O )] % do

< i —0)%do-2My = L M;

ist. O

Lemma 2.7 (Drei-Term-Rekursion fiir die Fehler e,)
Die Fehler e, = yn, — y(tn) geniigen der Gleichung

€n+1 = Wnel - Z Wn_jdj
j=1
mit Wy, = (sin(n + 1)7v/A)(sin 7v/A) L.
Beweis: Es ist

entl — 2en +ep_1 = 720(72A)(—Aen) —d,
=  ept1— QCOS(T\/Z) en +éen_1=—d, (2.27)

Fiir die Anfangswerte der symmetrischen inhomogenen Drei-Term-Rekursion
(2.27) gilt eg = 0 und e; = —dp.
Die homogene Drei-Term-Rekursion

entl — QCOS(T\/Z) énten1=0 n>1
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besitzt die linear unabhingigen Lésungen e, = cos(nmv/A) und e,, = sin(nrv/A)
(siehe z.B. [5]).
Die inhomogene Drei-Term-Rekursion

en — 2cos(7'\/Z) en—1+en_2="0jp, Nn>j

mit der Inhomogenitét 6;, = é iiiz tj " , 7 € INg und den Anfangswer-

ten ej_o = ej_1 = 0 wird geldst durch
en =Wn_j = (sin(n —j + DrVA)(sintvVA) L, n>j

Die Losung der inhomogenen Drei-Term-Rekursion (2.27) ergibt sich schlieBlich
durch Superposition der diskreten Greenschen Funktionen W,_; zu

€n+1 = ZWn J = Wher — ZWn jd
7j=1
O
Lemma 2.8 (Hilfsabschéitzung)
Es gilt
n
|| Z anjdeQ < T2M2ti + T3M3t$l.
j=1
Beweis:
12251 Wa—jdilla < 32521 [Wajll2 l|d;ll2
M
< Zg 1(”_J+1)( ™+ &)
) 2 (M M M M.
< B (@it wr) =5k T mt
O

Beweis von Theorem 2.5:

(Waeall = H(sin(n+1>n/ﬁ><smn/ﬁ>*l

37202 4) fo = [ (VA sin((r = s)VA)f(s)ds] |l
H(sm(TH—1)7’\/_)(81117'\/_)_1

Jy VA sin((r = VA (fo — f())ds]l2

< (n+1) fo (7~ 8)s [ /(€(9))ll2ds mit &(s) € [0,3]

< (n+ 1) % max [fO)2 < F Mty

Mit Lemma 2.7 und Lemma 2.8 folgt nun in fithrender Ordnung
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[Wherllz + 11 22721 Wa—jd;ll2
T2 (2t + S212)

llent1ll2

ININ

a

Wir werden nun analog zur vorherigen Vorgehensweise den Fehler der Ablei-
tung é, = yn — y(ty) in der euklidischen Norm abschétzen, um daraufhin diesen
Abschnitt iiber die Konvergenz des Gautschi-Verfahrens mit einer Fehlerschét-
zung in der Energienorm zu beschliefen.

Analog zu Lemma 2.6 gilt

Lemma 2.9 (Abbrechfehler fiir die Ableitung)
Der Abbrechfehler

dn = y(tn+1) - y(tn—l) - 2T¢(T2A)(_Ay(tn) + f(tn))

ist von der Form
dp = 3L + 72,
mit ||Lnla < My und ||2,)|2 < Ms.
Beweis: Mit der Ableitung nach 7 der exakten Losungsformel
Jlt+7) = —VAsin(rv/A) y(t) + cos(rv/A) y(t)+
g cos((r — s)VA)f(t + s)ds
gilt
dy = fg cos((T = s)VA) [f(tn+8) = 2f(tn) + f(tn — 5)] ds
= Jy cos(r = s)VA) [2f(t) 5 + (FO(E]) - FO(6:))% ] ds
= 7[5 cos((1 — 0)mvA)
2/(t) 955 + (FO(6r) — 1O (1)) %" | a0

— S

S

1
= T3/COS((1 — )TV A) f(t,)0%d0 +
0

=:ln

cos((1 = Oy VAYFO(t) — £ (1) 2o,

4

o —

=:Zn

wobei

Jo lleos((1 = 0)rv/A)|2 || f(tn)|2 62d0
) 62d6 - My = L0,

[Lnll2

VAN VAN

und
Jo Teos((1 = O)rVA) |2 [ FO (1) — FO(t;,) 2% do
1 ¢3
o £do - 2M5 = LM
ist. H

|’2n|’2

ININ

26



Lemma 2.10 (Drei-Term-Rekursion fiir die Fehler ¢é,)
Die Fehler é, = 9§, — y(tn) geniigen der Gleichung

ént1 = Wheér + Z anjhj
=1
I fallsm=0,2,4,...

0 fallsn=1,3,5,... und hj = —2\/Zsm(7-\/Z) ej — d;.

mat Wn = {
Beweis: Es ist

bni1 — éno1 = 27Y(T2A)(—Aen) —d, =
ént1 — bn_1 = —2V Asin(tVA) e, — dyp, =: hy (2.28)
Fiir die Anfangswerte der inhomogenen Drei-Term-Rekursion (2.28) gilt ¢ =0

und él = —do.
Die homogene Drei-Term-Rekursion

én+1 _én—l :0, nZ 1

besitzt die Fundamentallésungen é,, = I und ¢, = (—1)"1.
Die inhomogene Drei-Term-Rekursion

én_én—Q :6jn7 n Z]

I falls j=n
0 sonst
ten €;_o = €;_1 = 0 wird geldst durch

mit der Inhomogenitét 6;, = , 7 € INg und den Anfangswer-

. v I fallsn=yj,7+2,...
e"_W”‘J_{o fallsn=j+1,j+3,...

Die Losung der inhomogenen Drei-Term-Rekursion (2.28) ergibt sich somit
durch Superposition der diskreten Greenschen Funktionen W,_; zu

bnil = Z?:O anjhj = Whér + Z?:l Wn*jhj

no.
ér+ >, h; fallsn gerade

=1

jgerade

n .
> hy falls n ungerade

Lemma 2.11 (Hilfsabschitzung)

Es gilt
n
. My M ,
[ ; hilla <7 (Tthr ?tn :
jger./ung.

Dabei bedeutet ,j ger./ung.“ entweder gerade oder ungerade.
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Beweis:

IA I

IN

[V Asin(Tv'A) €JH2

IV Asin(rv/A) 3357 Wim1-k(—dx)ll2

[V Asin(rvA)W;- 1€1||2+||\/ZSIH(T\/_) Wi—1-kdill2
|V Asin(tv/A) sin(j7vA)(sin 7v/A)

Jo WA sin((r — $)VA)(fo — f(5))ds]|2+

(

| Z \/ZSIH(T\/—) sin((j — k)7v/A)(sin 7v/A) !

(4 Jo (r/A)~ sin((1 — 6)rv/A) f(1a)6%d6+

75 [ (V/A) Usin((1 - 0)rVA) (O (t)) — fO (t;))%de) I
Iy sl (E(s)l2ds mit £(s) € [0, ]
+ XL (7 Sy 020 Mo+ 74 ) Sde - 205 )

72 M1 +Zj_ ( 3M2 +7_41\1423)

2M1 + (@ —-Dr 3]\;/3[2 +(j - 1)7'4]\1423

Damit ergibt sich nun

n
j=1

hile = || % @VAsin(rvA)e; +d;)]a

=1

jger./ung. jger./ung.

IN

n n .
> 2|VAsin(rVA)eilla+ X lld;lla
j=1 j=1
jgei./ung. jgei./ung.

n

j; 2(7’2%—1—(3'—1)73%4-@—1) —23)4-
jger./ung.

n
(i)

j=1
jger./ung.

2M1 n_3M_ My M3 42
nT +57°3 _T(Qt"+6tn)

IN

IN -

Theorem 2.12 (Konvergenz in der Energienorm)

Fir den Fehler e, = y, —

gilt

wobei ||e,]|? =

M-
o = st < 7 (Mt + 3262

(Aen, en)2 + [|énll3 dst.

Beweis: Wir behandeln zuniichst den Term (Ae,i1,en11)2 = ||V Aeni1]3-

Es ist ||\/Z€n+1‘|2 == HWn\/Zel — Z?:l Wn,j\/ZdeQ mit
[Wov/Aer]la < H(sin(n + 1)1V A)(sin v/ A)"WA

Jo (VA" sin((r — $)VA)(fo — f(s))ds]l2
< (n+1) fo sds-Ml—T—t
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und

| Z?:1 Wa_jVAdsll2 = | Z?Zl(sin(n —j+1)7VA)(sinTVA)"WA
™ [ (VA) Lsin((1 — 0)7V/A) f(t,)02d0) |2
S (n =G+ 1)7 [ 6%d6 - My

: 2
n* _3Ms _ __Ms,2
S TR =Ty

IN

Mit der Ableitung der exakten Losungsformel gilt
el = [y — g(ta)ll2
= (VA 'sin(rvVA) fo = [ cos(( — s)V'A) f(s)ds|2
= Ify cos((7 — sV A)(fo = f(s))ds|2
Jo sllF(€()ll2ds < 7273

IN

mit £(s) € [0, s].
Nach Lemma 2.10 und Lemma 2.11 ist somit

n .
léntille < léxll2 + || Zl hijll2
jgei_/ung
< Mg (Mg, + 2eg2)
S 7 (ot + 2l

Also gilt fiir den Fehler e,, in der Energienorm
lealls = /IVAeal3 + léall
2 2
V7 (St 2082)" 4 2 (ot + 2e83)
VB (4t + 2ot

2.4.4 Lineare Stabilitit des Gautschi-Verfahrens

Wir untersuchen nun das lineare System
§=—-Ay
mit symmetrisch positiv semidefinitem A auf lineare Stabilitét.

Theorem 2.13 (Lineare Stabilitit des Gautschi-Algorithmus)
Die Drei-Term-Rekursion

Yn+1 — 2% + Yn—1 = 7'20(7'214)(—14%)
= Ypi1— QCOS(T\/Z) Yn + Yn—1 =0
st stabil im Sinne dass
ynllz < n(llyollz + lyallz), n>1
gilt.

Beweis: [29, Kap. 5, Theorem 2 fiir den Spezialfall B = 0 und die nachfolgende
Betrachtung] O
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2.5 Anwendung des Gautschi-Verfahrens auf die se-
midiskrete Wellengleichung

Gegeben sei die semidiskrete Wellengleichung
iip + AP up = fr, up(0) = uon, wn(0) = dgp (2.29)

mit der Losung uy, € Vj,. Auf diese gewohnliche Differentialgleichung 2. Ordnung
wenden wir nun den Gautschi-Algorithmus (2.25) an. Dies liefert die folgende
Drei-Term-Rekursion

Unnt1 = 2Upp — Up 1 + 720 (T2 ALY (= AP U 1 + frn) (2.30)
mit den Startwerten uy o = ugp und

1
up,1 = cos(Tey/ AF) uop + (¢4 Azp)*1 sin(rey/ ApP) top, + 57'20(7'20214273) Th,0

fiir die in Ort und Zeit diskrete Losung der Wellengleichung uy, .

Kontinuierliche sakti Semidiskrete
Wellengleichung Projektion Wellengleichung
auf Vj,

U up,
Gautschi- Gautschi-
Verfahren Verfahren

»2PDE“im Ort Projektion Differenzengleichung

Ur auf V3, Up, 7

Abbildung 2.2: Konvergenzdiagramm fiir die Wellengleichung

Unser Ziel ist es nun, eine Abschitzung der Form
[ = wnzl|pe < C(h* +7%)

zu beweisen.

Es gilt u — wn,rllz> < llu— unllzz + un — wnsl o
Die Galerkin-Konvergenz fiir zeitabhingige Funktionen u; — u fiir h — 0
wurde bereits in Abschnitt 2.2 gezeigt: ||u — up ||z < Ch2.
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Die Konvergenz up, , — uy, fiir 7 — 0 mit der damit verbundenen Abschétzung
in der L2-Norm verhilt sich nun wie folgt:
Die Knotendarstellung der semidiskreten Wellengleichung

iy, + M, Ay, = £, (2.31)

ist dquivalent zu
Uy + EM, P ALM, Py, = M, (2.32)

mit vy, = M;/leh.

Die Matrix M, Y 2AhM h Y2 ist mit My, und Aj, ebenfalls symmetrisch positiv
definit, was die Anwendung des Gautschi-Algorithmus in der in Kapitel 2.4
vorgestellten Version auf (2.32) mit der in Abschnitt 2.4.3 bewiesenen Fehler-
schitzung in der euklidischen Norm ermdoglicht.

Nun ist jedoch

1/2
[Vhn = Valta)ll2 = 1M, (@hn = ()l = lunn — wnltn)ll2,

womit der Ubergang von (RY, (-, -)2) nach (RY, (-, -) 5, ) sowie nach (V4 (-, ) 2)
hergestellt ist.

Der Gautschi-Algorithmus kann also unter Verwendung von (-, -) a7, auch direkt
auf (2.31) angewendet werden — Die Matrix M, * 4 ist ndmlich bzgl. (-, )ar,
symmetrisch positiv definit! — wie auch unter Verwendung von (-,-)z2 auf die
basisfreie Darstellung (2.29).

Fiir festes h > 0 gilt also nach Abschnitt 2.4.3 |jup, — up |2 < C, 72, womit
noch die Gleichméfigkeit in A der Konvergenz in der Zeit zu zeigen bleibt:
Fiir die diskrete Losung uy, , der Differentialgleichung

iy, + AP, = fi
gilt nach Theorem 2.5

M M
[un,n = un(ta)ll 2 < 72 ( é"ltn + 1’52 ti)

mit ®)
k

< = R

Ogltagchlfh ()2 < Mpg, k=1,...,3

Nun gilt unter der Voraussetzung

max ||f® (¢, z)| 2 < My, k=1,...,3

0<t<T
mit fp, = Qnf wegen der Vertauschbarkeit von % und Qp
k k K
1570 = 15 @ufE @)l = 1Qn g f(t,2)l| 2
< Hg—;f(t,m)HLz < M), unabhingig von h.

Aufgrund der Unabhéngigkeit der Konstanten My, von h gilt also

lun — unzll2 < CT
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und somit insgesamt unsere angestrebte Abschétzung fiir die diskrete Losung

Hu — thHLz S C(h2 + 7’2).

Zur Kommutativitit des Diagramms in Abbildung 2.2:
Besteht die Projektion von H{ () auf den FE-Raum V}, in der Ersetzung

u—up, A— A =QuA sowie f— fr =Qnf,

dann kommutiert das Diagramm in Abbildung 2.2:

1. Weg: Projiziere zunichst in obigem Sinne auf V}, und wende dann den
Gautschi-Algorithmus auf die im Ort semidiskrete Wellengleichung an:

i+ cAu=f —
up, + CZA(;Lpuh = f —
Uhnt1 — 2Uhn + Up o1 = T20(T22AP) (=AY up p + fhn) mit

up,1 = cos(tey/ AP ) uno + (cy/ ATF) L sin(rey [ AP) dpo +

%7'20(7' A7) fno

2. Weg: Wende zuniichst den Gautschi-Algorithmus auf die kontinuierliche
Wellengleichung an und projiziere dann in obigem Sinne auf Vj,:

i+ cAu=f —

Up i1 — 2Up + Up_1 = T20 (722 A) (=2 Auy, + fr) mit

uy = cos(Tev/A) ug + (ev/A) "L sin(reV/A) g +

%T o(12c2A) fo —
Upg1,h — 2Up p + Up—1,h = TQJ(TQCQAZP)(—CQAZpumh + fn,n) mit

ULh = COS(TC\/ﬁ) ug,n + (ey/ A77) 7! sin(rc@) o, +

%T o(T2cA ) foon
Nachdem
fh,n = fh(tn) = th(tnam) = thn(m) = fn,h vV n € INg

sowie
up,n = Quuo(x) = upo und
Uop = Qpio(x) = tp o

gilt, folgt die Gleichheit uy,,, = uy p, fiir alle n € INg.
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Kapitel 3

Hierarchische Matrizen

Wir haben bisher in den Kapiteln 1 und 2 die inhomogene 2D Wellengleichung
betrachtet und diese im Ort auf Finite Elemente projiziert sowie in der Zeit
mittels eines exponentiellen Integrators diskretisiert.

Der Algorithmus zur Bestimmung der diskreten Losung enthélt dabei meh-
rere Matrix-Vektor-Produkte mit transzendenten Matrixfunktionen, wobei die
Dimension dieser Matrizen gerade der Anzahl der Unbekannten auf dem regel-
maflig triangulierten 2D Einheitsquadrat entspricht:

Nach Anwendung des Gautschi-Verfahrens auf die aus (2.6) durch Multiplika-
tion von links mit der Inversen der Massenmatrix M h I resultierende Differen-
tialgleichung 2. Ordnung

iy + C2M}:1Ahuh =1 (3.1)

miissen die drei Matrixfunktion-Vektor-Produkte cos(rcy/ M, YA v,

Q/J(TQCth_lAh) v, und 0(7’262M}L_1Ah) v, mit den transzendenten Matrixfunk-
. 1. \2

tionen cos(z), Y(2?) = 2L und o(2?) = (slg—;z) =2 1_;% sowie Vektoren
v}, der Dimension N = n? berechnet werden.

Das Umgehen der Stabilitétsprobleme bei expliziten und der Phasenfehler bei
impliziten durch Verwendung transzendentaler Verfahren hat somit zu einer
Verlagerung der Schwierigkeiten von der Diskretisierung auf die algebraische
Ebene gefiihrt.

Wir werden zunéichst in Abschnitt 3.1 zeigen, dass obige Matrixfunktion-Vektor-
Produkte fiir groffle Wellengeschwindigkeiten ¢ und kleine Gitterbreite h mittels
Krylovraummethoden nicht approximiert werden kénnen.

In Abschnitt 3.2 fiihren wir die von Hackbusch in [19] und [20] entwickelten
‘H-Matrizen anhand des Beispiels einer Rang-k-Matrix ein.

In Abschnitt 3.3 werden wir ein fiir unsere Zwecke passendes hierarchisches
Format in Anlehnung an die in [20] aufgefithrte Konstruktion angeben. Der
einzige wesentliche Unterschied zu [20, Kapitel 4] besteht dabei in der Ver-
wendung stiickweise linearer C°-Elemente auf dem regelmifig triangulierten
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Einheitsquadrat statt stiickweise konstanter Funktionen bzgl. des regelméfligen
Rechtecksgitters auf dem Einheitsquadrat.

In Abschnitt 3.4 wird die gesamte approximierte H-Arithmetik von der einfach-
sten Operation, der Matrix-Vektor-Multiplikation, bis hin zur @QR-Zerlegung
und Polarzerlegung behandelt. Fiir die spiteren Anwendungen sind dabei al-
le Operationen mit Ausnahme der () R-Zerlegung und Polarzerlegung relevant.
Eine detaillierte Ubersicht zur H-Arithmetik wird am Anfang des betreffenden
Abschnitts gegeben.

3.1 Krylovraummethoden zur Berechnung von
Matrixfunktion-Vektor-Produkten

Die Betrachtung von beispielsweise o(12¢* M, L Ap) vy, fithrt mehrere Probleme
vor Augen:

o o(t2c>M, ' Ap,) ist eine transzendente Matrixfunktion.

e Die Matrizen Mj, und Ay haben die ,, groe“ Dimension N = n?.
e Die Berechnung der Inversen von Mj ist daher viel zu aufwendig und
wiirde iiberdies die schwache Besetztheit von M}, zerstoren.

Abhilfe hierfiir bieten Krylovraummethoden zur Approximation des Produktes
einer Matrixfunktion mit einem Vektor (siehe z.B. [7], [28], [30]). Diese Technik
besteht in der orthogonalen Projektion der Matrix vom IRY auf einen Krylovun-
terraum K,,, = Km(M}leh,vh) der Dimension m < N und der Berechnung
des Matrixfunktion-Vektor-Produktes in K,,, genauer: o(72c*>M, h 1Ah) vy, R
Vin o (122 H,,) VI vy, wobei die Matrix Vi, = [vi,...,vm] € RY*™ die
Arnoldi-Orthonormalbasis von Km(Mh_ 1Ah,vh) enthilt und H,, die orthogo-
nale Projektion von M, ' Ay auf K, ist (H,, ist eine obere Hessenbergmatrix.)
(siehe z.B. [30]).

Die Berechnung der Approximation iiber die Krylovraumprojektion gliedert sich
wie folgt:

1. Berechnung von V,,, und H,, mittels des Arnoldi-Verfahrens (siehe z.B.
[40])

2. Skalierung von 12c2H,p,, so dass [[47*12c¢2H |2 < 3

3. Berechnung von (4 %72c¢?H,,) mittels Taylorreihe bis zur gewiinschten
Genauigkeit und daraus rekursive Ermittlung von o(72c?H,,) iiber den
Duplikationsalgorithmus

o(42?) = o(z?) <1 _ ix%(ﬁ))

4. Berechnung von V;, o(72c2H,,) e1 ||via-
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Bemerkung: Die Attraktivitit der Krylovraummethoden liegt in deren super-
linearen Konvergenz begriindet, die i. Allg. schon ab kleinen Iterationszahlen
m auftritt.

Untersuchung der Konvergenz der Krylovraumiteration fiir oszillie-
rende Funktionen wie cos(z), ¥(z?) oder o(z?):

Nach [30, Theorem 4] ist der Fehler der Arnoldi-Approximation an e™v fiir
antihermitesche Matrizen A € CV*V mit Eigenwerten in einem Intervall der
Linge 4p auf der imaginiren Achse und normiertem v € CV durch

(o7)? m
em = |le™v — Ve mey ||y < 12e~ o (ﬂ> , m>2pT
m

beschrankt und fiir m < p7 i. Allg. keine substantielle Fehlerverringerung gege-
ben.

Wir kommen nun zu den Krylovraumapproximationen an cos(rcy/ M, LA v,
Y(r2cEM, 1t Ay) v, und o (722 M, T AR) v

Fiir den grofiten Eigenwert von M, LAy, gilt

1 1
A (M A4p) = e A0 e 00 =020
v, 20 hoVh)2 v, 20 hoVh)2
— max AnUnun)2 oo [unl
uy, £0 (Mrus,un)2 up€Vy\{0} l[unll?,
< Ch™?

unter Ausnutzung der inversen Ungleichung
|unlFn < Ch72||up 72
im letzten Schritt und damit
M, Aplla > Amax(M;, FAy) = O(h™2) = O(N).

Der kleinste Eigenwert von M, L 4;, ist wegen

A wr |2 1
Amin(Mh_lAh) = min M _ in | h‘]gl > =50
w,£0 (Mpup, up)a  upeVi\{0} [[up[2, — C

mit C' unabhingig von h, wobei im letzten Schritt die Poincaré-Friedrichs-
Ungleichung
[unllzz < Clup|m

benutzt wurde.
Séamtliche Eigenwerte der Matrix i7cy/ M, L A;, liegen also auf der imaginiren

Achse in einem Intervall der Linge Ctch™'. Weiter ist iTey/ My, LA, bzgl.
(-,-)m, antihermitesch: Es existiert namlich eine eindeutige bzgl. (-,-)u, sym-

metrisch positiv definite Quadratwurzel |/ M, L4, aus M h 1 4}, womit sofort

<Z'7'C\/ Mh_lAhuhth>Mh = —<uh,i7'0\/ Mh_lAth>Mh
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fiir alle uy, vy, € RY folgt.
Somit ist fiir die Krylovraumapproximation an cos(rey/M; 'Ap)vy, =

R (exp(iTc\/Mh_ L4p) vh> nach [30] superlineare Konvergenz erst ab einer

Iterationszahl mg = 7ch™! zu erwarten.

Numerische Experimente fiir die drei obengenannten Matrixfunktion-Vektor-
Produkte haben dieses Konvergenzverhalten bestétigt (sieche Abbildung 3.1 fiir

das Matrixfunktion-Vektor-Produkt cos(rcy/ M, ' Ap) vy).

| — =107 h=120 |
10=10", h=1/40 v
. — 18=10°, h=1/20 i

| - - w@=10° h=1/40 |

rel. Fehler der Krylovraumapproximation

I I I I
40 60 80 100 120

# Krylovraumiterationen

Abbildung 3.1: Relativer Fehler der Krylovraumapproximation an

COS(TC\/Mh_lAh) v}, wobei vy, ein Zufallsvektor der Linge 1 ist, fiir 7¢ = 107!
und 10° sowie h = 2—10 und 4—10.

Dies liefert also eine Schrittweitenbeschrinkung der Form 7 < Chc™! (vom
Typ der CFL-Bedingung bei expliziten Verfahren).

Nachdem unser Hauptziel gerade darin besteht, die Zeitschrittweite 7 unabhén-
gig von h und ¢ wéhlbar zu machen, miissen wir nach anderen Moglichkeiten
suchen, um obige Matrixfunktion-Vektor-Produkte zu berechnen.

Diese Suche fiihrte schliellich zu den hierarchischen Matrizen und deren appro-
ximierter Arithmetik.
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3.2 Einfiihrung in H-Matrizen

Die hierarchischen Matrizen (H-Matrizen) wurden von Hackbusch in [19] und
[20] eingefiihrt (siehe weiter [21], [22], [23], [24], ...).
‘H-Matrizen haben folgende Eigenschaften:

1. Sie sind schwach besetzt im Sinne dass nur wenige Daten zu deren Dar-
stellung notwendig sind.

2. 1. Allg. sind exakte Summen, Produkte und Inverse von H-Matrizen nicht
linger im H-Format, jedoch deren Realisierungen in einer approximierten
Arithmetik (H-Arithmetik).

3. Die Matrix-Vektor-Multiplikation und die approximierte Addition, Mul-
tiplikation und Invertierung von H-Matrizen sind von fast linearer Kom-
plexitat.

Ein einfithrendes Beispiel:

Einfachstes Beispiel fiir eine H-Matrix ist eine Rang-k-Matrix (Rk-Matrix), das
ist eine Matrix mit hochstens Rang k.

Eine Rk-Matrix R € IR™*™ besitzt die Darstellung

k
R=) ab] =ab" =|[a,b]
=1

mit a = [ag,...,ax] € R™¥ und b = [by,...,by] € R™*¥ als Summe von k
Rang-1-Matrizen aib?, i=1,...,k.

Eigenschaften von Rk-Matrizen:

1. Zur Darstellung bzw. Speicherung einer Rk-Matrix R geniigen k(n + m)
Elemente.

2. Die Matrix-Vektor-Multiplikation Rv einer Rk-Matrix R mit einem Vek-
tor v bendtigt nur O(n + m) Operationen.
Die Multiplikation einer Rk-Matrix R von rechts oder von links mit einer
beliebigen vollbesetzten Matrix M liefert wieder eine Rk-Matrix, wobei
der Aufwand fiir letztere Operation gerade dem von k Matrix-Vektor-
Multiplikationen mit der Matrix M entspricht.

3. Die Summe zweier Rk-Matrizen R; und Ry ist i. Allg. keine Rk-
Matrix mehr, sondern eine Rang-2k-Matrix. Fiir eine geeignete Rk-
Approximation an die exakte Summe R; 4+ Rs betrachte man die Sin-
guldrwertzerlegung

Ry + Ry =UXVT mit ¥ = diag(oy,...,00,0,...,0),

wobei 01 > ... > o9 > 0, und setze die k kleineren Singuldrwerte
Ok+1,---,09; auf Null. Die resultierende Rk-Matrix

Ry +rk Ry = UX'VT mit ¥ = diag(oy,...,0%,0,...,0)

37



ist die Bestapproximation an R; + Ry in der Frobeniusnorm sowie in der
Spektralnorm. Der Approximationsfehler in der Frobeniusnorm entspricht

dabei zi 0?2, der in der Spektralnorm ist gleich o (siehe [19]).
i=k+1 +

(2

Berechnung der Rang-k-Bestapproximation an R; + Rj:

Um die Rk-Approximation an die exakte Summe zweier Rk-Matrizen zu
berechnen, muss nicht die (viel zu aufwendige) Singuldrwertzerlegung der
vollbesetzten Matrix R; 4+ Ry berechnet werden, sondern es geniigt die Losung
eines Eigenwertproblems der Dimension 2k (siehe [19]) bzw. die Singuldrwert-
zerlegung einer Matrix in IR?**2% (siche [17)).

Erfolgt die Losung iiber das 2k-dimensionale Eigenwertproblem, miissen
die daraus erhaltenen Eigenvektoren der symmetrischen (!) Matrix RTR,
R = R; + R, mittels orthogonaler Iteration nachverbessert werden, da die
Matrix des 2k-dimensionalen Eigenwertproblems unsymmetrisch ist.

Bemerkungen:

1. Der Aufwand fiir die approximierte Addition zweier Rk-Matrizen liegt bei
O(n+m)+ O(1), wobei das 2k-dimensionale Eigenwertproblem bzw. die
2k-dimensionale Singuldrwertzerlegung im O(1)-Term enthalten ist.

2. Fiir die Fehlerschitzung ist kein zusétzlicher Aufwand nétig, da die da-
fiir notwendigen abgeschnittenen Singuldrwerte schon im Zuge des 2k-
dimensionalen Eigenwertproblems bzw. der 2k-dimensionalen Singulér-
wertzerlegung berechnet wurden.

‘H-Matrizen sind nun im Wesentlichen hierarchisch strukturierte Blockmatrizen,
deren Blocke aus vollbesetzten Matrizen (hauptséchlich nahe der Diagonalen)
und aus Rang-k-Matrizen niedrigen Ranges bestehen. Die Blockgestalt einer
solchen H-Matrix, die Lage der vollbesetzten und der Rk-Blocke und der Rang
der Rk-Blocke hangen dabei vom jeweiligen Problem und der gewiinschten Ap-
proximationsgiite ab.

3.3 FE-Matrizen als H-Matrizen

Wir werden im Folgenden eine geeignete Klasse von H-Matrizen fiir die Darstel-
lung der Steifigkeitsmatrix A und der Massenmatrix M}, bzgl. des regelméBig
triangulierten 2D Einheitsquadrates samt ihrer Inversen definieren.

Mit A; und M), als H-Matrizen konnen dann sdmtliche Matrixoperationen in
der approximierten Arithmetik durchgefiihrt werden.

In [20] wurden geeignete Block-Partitionierungen fiir den Fall stiickweise kon-
stanter Finiter Elemente zunichst auf dem regelméfigen Rechtecksgitter in
Q = (0,1)? konstruiert (siehe [20, Kapitel 4]). Allgemeine 2D Gitter wurden
dann einfach auf das regelméfiige quadratische Gitter projiziert und dessen
bereits konstruierte Hierarchie auf das unregelméflige Gitter ,zuriickgespielt“
(siehe [20, Kapitel 5]).

Auf diese Weise werden wir nun eine geeignete Block-Partitionierung fiir das
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unser Problem betreffende regelméflig triangulierte Einheitsquadrat mit stiick-
weise linearen Finiten Elementen gewinnen.
3.3.1 Definition einer geeigneten Klasse von H-Matrizen

Sei I = {(i,7) : 1 < i,j < n} die n’-elementige Indexmenge aller inneren
Knoten von 2 (siehe Abbildung 3.2).

O k— 1

Abbildung 3.2: Regelméfig trianguliertes Einheitsquadrat mit h = n%rl

Definition 3.1 (H-Baum)
T =T(I) ist ein H-Baum tber I <=
1. I €T Wurzel
2. Alle Scheitel t € T sind Teilmengen von I

3. Falls t kein Blatt ist, ist t disjunkte Vereinigung seiner Séhne S(t):
t= U s
s€S(t)

Definition 3.2 (7-Block-Partitionierung)
P ={I;:1<j <k} heifit T-Block-Partitionierung von I <=

k
I=JI; und PCT.
j=1

Bemerkung: Jede T-Block-Partitionierung P entspricht eineindeutig den Bl&t-
tern eines H-Teilbaums 77 von T: P = L(T").

Wir konstruieren den zum regelmifligen Dreiecksgitter gehorigen H-Baum
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Ty = T(I), indem wir zunéchst das Einheitsquadrat, dem die gesamte Index-
menge [ als Wurzel (Scheitel vom Level 0) entspricht, in 4 gleich grofie Quadrate
unterteilen. Die jeweils darin enthaltenen Gitterpunkte bilden nun die 4 S6hne
von I (die 4 Scheitel vom Level 1), wobei die auf einer Trennlinie liegenden
Knoten im Folgenden stets zum Quadrat links bzw. unterhalb des Knotens
geschlagen werden. Dieses Verfahren wird nun rekursiv auf die 4 soeben erhal-
tenen Quadrate solange angewendet, bis durch eine weitere Unterteilung leere
Quadrate entstehen wiirden.

°

°

°

°

g |
e o6 o o o o o o o

[ )

[

°

—

h

Abbildung 3.3: n? = 92 innere Knoten sowie h=2 =82 Teilquadrate vom Level
p = 3 des 2D Einheitsquadrates 2. Letztere entsprechen den Blittern des H-
Baums T3.

Wird auf diese Weise dem reguldren Dreiecksgitter das reguldre quadratische
Gitter mit der Gitterbreite

h =277 mit p definiert durch 2P < n < 2P*!

zugrunde gelegt, dann sind alle Blocke bis zum Level p nichtleer.

So ist beispielsweise fiir n = 9 in Abbildung 3.3 p = 3 und alle quadratischen
Blocke bis zum Level 3 — das sind all jene bis zu einer Seitenlinge von 273 —
sind nichtleer.

Konstruktion von 75 = T'(I x I) mittels T;:

Wir starten diesmal mit I x I anstelle von I und definieren die 16 Schne b;;
von I x I durch b;; = (t;,t;), ti,t; Sohn von I,1 < 4,5 < 4. Die Konstruktion
wird nun bis zum hoéchsten Level p von T weitergefithrt. Der damit erhaltene
2D H-Baum Ty = T'(I x I) besitzt natiirlich dieselbe Tiefe wie der 1D H-Baum
T, =T(I).

Wir konstruieren nun eine unserer Problemstellung angepasste Block-
Partitionierung P» von I x I als disjunkte Vereinigung von Teilmengen von
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I x I. Wir verwenden dabei das Zuléssigkeitskriterium
min{diam(¢;),diam(t2)} < 2ndist(t1,t2) (3.2)

fiir einen Block b = (¢1,t2) € T mit n = g (siehe [20]). Wéhrend diam(t;) den
Durchmesser des zu ¢; € T} gehorigen Teilquadrates bezeichnet, steht dist(¢y, t2)
fiir den minimalen Abstand der zu t; und 5 gehorigen Teilquadrate.

Definition 3.3 (Zulissigkeit von Blécken)
FEin Block b = (t1,t2) € Ty heifst zuldssig, falls er entweder ein Blatt ist oder
die Zulissigkeitsbedingung (3.2) erfillt.

S

Abbildung 3.4: Unzuléssige Blocke fiir einen gegebenen Block ,,x“ fiir n = 5

Abbildung 3.4 zeigt die unzulissigen Blocke fiir einen gegebenen Block fiir
— V2
n=-5-:

Nachdem in jedem Teilquadrat des zugrundegelegten quadratischen Gitters
mindestens ein Knoten liegt und die Trager der nodalen Basisfunktionen 1,[)?
gerade aus den am Knoten j angrenzenden Dreiecken bestehen (siche Abbil-
dung 3.5), garantiert die Wahl von n = 4 die exakte Darstellbarkeit der FE-
Matrizen Ap und Mj, als hierarchische Matrizen (siehe Abbildung 3.4): Die
Matrixelemente (Mp);; und (Ap);; sind nédmlich gleich 0, falls die Tréger der
nodalen Basisfunktionen 1,[)? und w;L nur Randpunkte gemeinsam haben.

S—
h supp@} )

Abbildung 3.5: Trager der nodalen Basisfunktion 1/);?
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Wir suchen nun nach der minimalen zuléssigen Block-Partitionierung P» von
I x I, d.h. nach jener zulissigen Partitionierung mit der minimalen Anzahl von
Blocken bzw. mit den grofitmoglichen Blocken.

Wir starten beim Block I x I. Da dieser nicht zuléssig ist, betrachten wir dessen
16 Sohne. Nachdem diese auch nicht zulidssig sind, gehen wir zu deren je 16 Soh-
nen iiber. Die zuldssigen darunter werden in P, archiviert, die nicht zulédssigen
weiter durch deren 16 S6hne ersetzt, bis wir an den Bléttern von T angelangt
sind.

Blocke aus Py, die die Zuléssigkeitsbedingung (3.2) erfiillen, werden nun durch
Rk-Matrizen dargestellt, alle tibrigen Blocke (sie sind Teil der Blétter von T5)
durch vollbesetzte Matrizen. Dies fithrt uns zur Definition einer fiir unser Pro-
blem geeigneten Klasse von H-Matrizen:

Definition 3.4 (H-Matrizen)
Sei Py eine Block-Partitionierung von I x I. Dann definiert

My x I, Py) = {M € R"™ : Rang(M®) < k(b) fiir jeden Block M®
mit b € Py erfillt die Zuldssigkeitsbedingung (3.2)}

die Menge der von P» induzierten H-Matrizen.

Bemerkungen:

1. Was die Anordnung der Indizes in einer H-Matrix M betrifft, wird immer
mit dem linken oberen Viertel des Einheitsquadrates begonnen und im
Uhrzeigersinn bis zum linken unteren Viertel fortgefahren. Dabei werden
ihrerseits geviertelte Teilquadrate auf dieselbe Weise abgearbeitet (sie-
he Abbildung 3.6). Die Indizes in den einzelnen Matrixblocken einer H-
Matrix werden dann im jeweiligen Teilquadrat von (0, 1)? zeilenweise von
links unten nach rechts oben angeordnet, wie wir es vom 5-Punkte-Stern
der Diskretisierung des Laplace-Operators auf dem regelméfBigen Drei-
ecksgitter kennen.

112|568
1 2
43|87
USW.
13149 |10
4 3
1615 | 12 |11

Abbildung 3.6: Indizierung der Blocke in einer H-Matrix
2. Mit der Festlegung auf eine Block-Partitionierung P, ist die Menge
My (I % I, Py) bereits eindeutig definiert.

3. Der Rang k der Rk-Blocke M? ist variabel (k = k(b)).
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4. FE-Matrizen als H-Matrizen: Die altbekannten zeilenweise von links un-

ten nach rechts oben durchnumerierten FE-Matrizen Aj;, und M;, wurden
durch geeignetes Umordnen der Zeilen und Spalten, d.h. durch Konjuga-
tion mit einer geeigneten Permutationsmatrix, auf hierarchische Struktur
gebracht:
Fiir eine hierarchische Matrix Cy € My (I x I, P>) gilt némlich gerade
Cy = PCPT mit einer geeigneten Permutationsmatrix P, wobei C die
Matrix mit der iiblichen zeilenweisen Anordnung von links unten nach
rechts oben bezeichnet. Wir werden nun im Folgenden mit A; und M}
stets deren hierarchisierte Versionen bezeichnen.

Verallgemeinerung:

Wir kénnen nun statt des quadratischen Gitters mit h = 277 allgemeiner die
Gitterbreite A = 2P mit Oop > 0 zugrundelegen. Das fithrt dazu, dass wir
mit der rekursiven Viertelung des quadratischen Referenzgitters bereits um op
Levels frither aufhéren und somit die Tiefe der resultierenden H-Bdume um 6p
verringern.

Dadurch wird ebenso die Tiefe der rekursiven Struktur der H-Matrizen um
8p verringert; dafiir haben aber die kleinsten Matrixblocke (sie entsprechen den
Blittern von P,) groBere Dimension: Fiir §p > 0 gilt fiir die Dimension dim(M?)
der Matrixblocke M® vom grofiten Level p — 6p

4% < dim(MP) < 4%+,

Wir werden diese ,effektive” Tiefe im Folgenden mit p.;; = p — ép bezeichnen.
Die reguldre Struktur des quadratischen Referenzgitters, das fiir die Blockstruk-
tur der H-Matrizen verantwortlich ist, erlaubt eine direkte rekursive Definition
der H-Matrizen durch 9 hierarchische Formate, einem Diagonalformat O und
8 Nachbarformaten «—,—, 1, [, /,\,,/ und \_ (sieche [20]). Diese werden bei
der nachfolgenden Behandlung einiger hierarchischer Matrixoperationen eine
gewichtige Rolle spielen.

Im Diagonalformat

N
1|/
O] «—

O
|

O
T

—/1]0

J1—| 04
spiegelt sich die Abarbeitung eines 2 x 2-Teilquadrates vom linken oberen im
Uhrzeigersinn zum linken unteren Viertel durch die Richtung der Pfeile wieder.
Es kann wie auch die iibrigen 8 Pfeilformate durch einen scharfen Blick auf die
‘H-Matrix in Abbildung 3.7 gut eingesehen werden.

Bemerkung: Im 1D Fall liegen insgesamt nur 3 H-Formate vor: das Diago-

| — . . R| R
nalformat O = und die zwei Nachbarformate — = und
«— | O —| R
R« . . L v .
~ = gl R (siehe [19]). In Abbildung 3.8 ist eine zugehorige 1D H-Matrix
dargestellt.
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Abbildung 3.7: Beispiel einer hierarchischen FE-Matrix: Die weiflen Blocke die-
ser H-Matrix sind Rk-Matrizen, die dunklen Blocke ihrerseits hierarchische 4 x4-
Teilblocke fiir peyy > 3 bzw. vollbesetzte Teilmatrizen fiir p.ry = 3.

3.3.2 Komplexititsbetrachtungen

Zur Darstellung bzw. Speicherung einer N x N-H-Matrix O werden O(N log N)
Elemente bendtigt (siehe [20]). Wir wollen nun zusétzlich beweisen, dass die
Anzahl der Blécke von O gleich O(N) ist. Der Beweis hierfiir verlduft analog
zum Beweis fiir den Speicheraufwand von O in [20, Kapitel 4.4.1]:

Bezeichne A} (p) die Anzahl aller Blécke einer O-Matrix der Tiefe p, N,/ (p)

die Anzahl aller Blocke einer «—-, —-, 1- oder |-Matrix sowie NV} (p) die Anzahl
aller Blocke einer -, \-, /- oder \ -Matrix der Tiefe p. Dann gilt

N(,?(l“) :/\/’b?(p— 1) +15, p>1
Ny (0) =

} = Ny(p)=15p+1,
Ny () =2 Ny (p=1) +2 Ny (p—1)+12, p>1

1
—> N, (p) =45-2F —30 p— 44 und

W) =4ANJ(p—1)+8N (p—1)+4NS(p—1), p>1 }
1

— N (p) = 45-47 — 180 - 2P + 60 p + 136.
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Abbildung 3.8: Beispiel einer 1D H-Matrix: Die weiflen Blocke sind Rk-
Matrizen, die dunklen Blocke ihrerseits hierarchische 2 x 2-Teilblocke fiir p.;r >
5 bzw. vollbesetzte Teilmatrizen fiir poyy = 5.

Sei nun N (p) die Anzahl aller vollbesetzten Matrixblocke einer O-Matrix der
Tiefe p sowie N} (p) und N};(p) analog dazu definiert. Dann gilt

M) =Ny (p = 1), p=1 } = Nyp)=1VYp>1,

Niip) =2NfHlp—-1)+2N5(p—1), p>1 }
1

= N,;;(p)=3-2P -2 und

N (0) =1
— Np(p)=9-47 —12-2P 4 4.

Nyp) =4Ng(p— 1) +8Ni(p—1)+4NG(p—1), p>1 }

Fiir die Anzahl Np, (p) aller Rk-Blocke einer O-Matrix der Tiefe p gilt somit
Ngi(p) = Ny (p) — Nyr(p) = 36 - 47 — 168 - 2P + 60 p + 132.

Im Limes p — oo gilt also
(]
Rk (p)
Ny (p)
d.h. fiir grofie Tiefen p sind rund 20 & aller Matrixblocke vollbesetzt und der
Rest Rk-Blocke. Man beachte jedoch, dass die vollbesetzten Matrixblocke nur

_>4_’
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auf dem hochsten Level auftreten, d.h. nur kleinste Matrixblocke ausmachen,
wohingegen die Rk-Blocke auf allen Levels [ > 2 vorkommen.

3.3.3 Adaptivitiat im Ort

Liegt nicht das regelméfig triangulierte Einheitsquadrat sondern eine beliebige
Verteilung von Knoten in Q = (0,1)? vor, so kann wie vorhin ein regelm:figes
quadratisches Gitter als Referenzgitter genommen und dessen Hierarchie fiir
das unstrukturierte Dreiecksgitter ,iibernommen* werden.

FEine andere Strategie wére, nicht jeweils 4 gleich grofle Teilquadrate, sondern 4
gleich méchtige Teilquadrate (d.h. mit gleichviel enthaltenen Knoten) zu bilden.
Mehr zur hierarchischen Partitionierung und Clusterung von Indexmengen fin-
det sich in [20], [22] oder [17, Kap. 3.1, Seite 28].

3.4 Die approximierte H-Arithmetik

Hackbusch hat in [20] die folgenden Operationen fiir 2D H-Matrizen eingefiihrt:
o H-Matrix-Vektor-Multiplikation
e H-Matrix-Addition
e H-Matrix-Multiplikation
e H-Matrix-Invertierung

Diese 4 H-Operationen werden wir nun detailliert ausarbeiten und fiir die appro-
ximierten unter ihnen parallel zum rekursiven Schema mitlaufende a posteriori
Fehlerschitzungen konstruieren.

Im Anschluss daran werden wir neue hierarchische Zerlegungen erstellen:
e H-Cholesky-Zerlegung symmetrisch positiv definiter H-Matrizen
o H-LDLT-Zerlegung symmetrisch indefiniter H-Matrizen
e H-QR-Zerlegung invertierbarer H-Matrizen
e H-Polarzerlegung invertierbarer H-Matrizen

Nach der systematischen Entwicklung linearer Gleichungssysteme in H-
Arithmetik von einer Rk-Matrix bis zu einer H-Matrix als rechter Seite wird
die Cholesky-Zerlegung hierarchisiert sowie Riickwéartsanalyse fiir den Appro-
ximationsfehler durchgefiihrt.

Die H-LDLT-Zerlegung verlduft vollig analog zur H-Cholesky-Zerlegung.
Sie wird noch eine wesentliche Rolle in unserem Algorithmus fiir das H-
Eigenwertproblem des diskreten Laplace-Operators spielen.

Die vorgestellte H-Q) R-Zerlegung einer invertierbaren H-Matrix A héngt stark
von deren Kondition ab, da wir den Weg iiber die H-Cholesky-Zerlegung von
AT A gehen. Im Anschluss an die Entwicklung des Verfahrens zeigen wir ei-
ne Moglichkeit der Reorthogonalisierung des orthogonalen Faktors auf. Eine
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weitere Verbesserung lisst sich durch vorangestellte H-Polarzerlegung und H-
Cholesky-Zerlegung erreichen: Letztere bewirkt namlich die Reduktion der Kon-
dition der Ausgangsmatrix fiir die H-Q R-Zerlegung!

Die hierarchische Struktur erlaubt eine blockweise rekursive Beschreibung der
‘H-Arithmetik. Bei allen nun folgenden H-Operationen und H-Zerlegungen
wird es stets unser vorrangiges Ziel sein zu gewéhrleisten, dass das Ergebnis
wiederum zur Klasse der H-Matrizen gehort. Der approximative Charakter
der H-Operationen und H-Zerlegungen basiert dabei ausschliefllich auf ,,Rk-
Abschneidungen®, in die eine oder mehrere vollbesetzte oder Rk-Matrizen in-
volviert sind.

3.4.1 Matrix-Vektor-Multiplikation

e Wegen der rekursiven Struktur einer H-Matrix

N

Ol T I\«

!
O

-1/ 7|0
N|—= o)

wird die Matrix-Vektor-Multiplikation (wie auch die folgenden Matrix-
Operationen) rekursiv realisiert: Av mit A = (Aij)lgi,jgéb VvV = (Vj)1§j§4
wird auf die 16 Matrix-Vektor-Multiplikationen A;;v;, 1 <4,5 < 4 auf
dem né#chsthoheren Level zuriickgefiihrt.

e Die Multiplikation v’ A = (ATv)T 148t sich auf die obige Matrix-Vektor-
Multiplikation zuriickfiihren.

e Die Multiplikation einer H-Matrix A mit einer Rk-Matrix R = [a, b] a8t
sich auf die Matrix-Vektor-Multiplikation zuriickfithren: AR = [Aa,b]
(analog fiir RA).

e Die Komplexitit von Av bzw. AR ist gleich O(N log N) mit N = n? der
Anzahl der Unbekannten (siche Tabelle 3.2).

e Die Operationen Av bzw. AR sind exakt: Es werden keine Rk-
Abschneidungen durchgefiihrt!

3.4.2 Addition zweier H-Matrizen

e Fine H-Matrix besteht aus vollbesetzten und Rk-Bldcken. Die vollbesetz-
ten Matrixblocke werden exakt addiert, die Summe zweier Rk-Blocke auf
Rang k abgeschnitten. Damit entspricht die H-Summe insgesamt wieder
einer H-Matrix von derselben Rangstruktur der beiden Ausgangsmatri-
zen.

e Die Komplexitéit der H-Addition + ist gleich O(N log N).
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oV 162 | 322 | 642 | 1282 | 2562
1 050 | 328 [169 | 786 | 350.7
2 | 050 | 3.44 | 18.6 | 90.9 | 424.3
3 1050 | 359 | 20.3 | 1032 | 497.9
4 050 |3.74 | 22.0 | 1155 | 5715
5 | 050 | 3.89 | 23.7 | 127.8 | 645.1
6 | 0.50 | 4.05 | 25.4 | 140.1 | 718.7
7 1050 | 420 | 27.1 | 1524 | 792.3
8 | 050 | 4.35 | 28.8 | 164.7 | 865.9
9 | 050 | 450 | 30.5 | 177.0 | 939.5
10 | 0.50 | 4.65 | 32.2 | 189.3 | 1013.1

Tabelle 3.1: Speicherverbrauch (in MB) einer N x N-H-Matrix mit 6p = 3 und
Rang k.

VI 162 | 322 | 642 | 1282 | 2562
1 | <001 |003 013 | 057 | 255
2 | <001 | 003 |0.14 | 0.64 | 3.04
3 | <001 |0.03 015 | 0.71 | 3.55
4 [ <001 |0.03]0.16 | 0.81 | 4.03
5 | <001 | 0.03 | 0.17 | 0.88 | 4.50
6 | <001 | 0.03 | 0.18 | 0.95 | 4.96
7 | <001 003|019 | 1.02 | 541
8 | <001 |0.03]020] 1.06 | 6.14
9 | <001 | 003|021 | 1.14 | 6.71
10 | <00L | 0.03 | 022 | L.21 | 7.35

Tabelle 3.2: Benétigte Zeit (in Sekunden) zur Durchfithrung der Matrix-Vektor-
Multiplikation mit zufilligen N x N-H-Matrizen mit ép = 3 und Rang k und
zufélligen N-dimensionalen Vektoren (Prozessor: Sun Ultra Sparc ITi, 300 MHz).

e Exakter Fehler der H-Addition in der Frobeniusnorm:
Sei A = (Aij)lgi,jgél € My gegeben.
Dann gilt  ||A||% = Zijzl | Aij||%. Fiir A, B € My folgt damit rekursiv

I(A+B) = (A+n B)7 = X5 A+ B)ij — (A+w Byl

—= > 65,
Rk-BLb

wobei die zweite Summe iiber alle abgeschnittenen Singuldrwerte &3 bei
der Rk-Addition A® + g, BY lauft.

Der exakte Fehler in der Frobeniusnorm ist also gleich der euklidischen
Norm des Vektors aller abgeschnittenen Singuldrwerte bei sémtlichen
durchgefithrten Rk-Additionen.
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3.4.3 Multiplikation zweier H-Matrizen

Die Matrix-Matrix-Multiplikation zweier H-Matrizen A und B wird rekursiv
realisiert durch Riickfithrung auf 64 Matrix-Matrix-Multiplikationen und geeig-

nete Additionen von je 4 H-Produkten auf dem néchsthcheren Level:

O —| N\ J O —|\.| |
—| gl ||/ —| Ol ]|/
A-B= N Tl ol "1 ]ol<]
T /| —| O T /7 —| O
00+ -«—4+| 0 —-4+—-04+ |0 +—-|+|0]|+—>- 4+
NN LT FNTH L N D o N e |0
— 040+ |« - >40-04| -\ +0- |+ | «- | +0- 4+
LNttt P LB o et /D
T PR NI e T NN B R RN
40N+ «—-T|+0 7T+« | +0-04«— - —| +0-«— + « 0O
TOF 4 [T =4 /7Dt [T Nt/ 1+ 111/ 7+
+ - +0T|+—--7T4+0 | +—--040 - |+ — - -«—+0-0

Unser Ziel ist A xpy B € My, wobei x5, die im Folgenden entwickelte approxi-

mierte H-Multiplikation bezeichnet.

3.4.3.1 Multiplikation eindimensionaler H-Matrizen

Seien A und B eindimensionale H-Matrizen der Form

d
O =

—

«—

O € My

. . R|R R| «
mit den rekursiven Nachbarformaten — = — TR und «— = 7R
Abschnitt 3.3.1).

Wann gilt nun A %y B € My fiir A, B € My?
A.B — | — | —
«— | O «— | O
. Oo-0+— - -«—| 0 — +— .0 i O —
o — 04+ 0« |« -—+0.-0| |«|O
Nun ist
R|R R|
— e — =
—| R R| R
_ |R-R+R-R| R+~ +R-R R R
| ->R+R-R|—-—+R-R R|— -«
. 1 —-—| R
— o — = .
sowie analog = 7
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Bemerkung: — - < sowie «— - — sind zwei bei der H-Multiplikation neu
entstandene H-Formate!

Weiter ist

| — R| R

o.-— =
— | O — | R
O-R+—--—|0-R+—-R| 1 R| R

= = =—-

—~-R+ 0 — |« -R+0-R —| R
R| R R| R R| R| 1

— = = = = R
—| R —| R R| R

b
Also ist O - — = — genau dann, wenn jeder 2 x 2-Rk-Block g g Zu einer

Rk’-Matrix mit & = k(b) abgeschnitten wird.

Ebenso ist —» - 0 = —, O - «+ = « sowie « - 0 = « und somit insgesamt
R\ R
R\ R

auf Rang k' abgeschnitten wird.

A xy B € My genau dann, wenn

R
R

e Abschneidung einer 2 x 2-Blockmatrix g zu einer Rk’-Matrix

gleicher Dimension:

Fasse

[ai1, bi1] | [ai2, bio] - -
= a;j, bj;
[az1, bo1] | [a22, bay] 1§§§2 [8ij, big]

als Summe der 4 Rk-Matrizen [Eiij,f)ij], 1<4,j <2, mita;; = ( aéj ) 85 =

0 - = ( ba - 0 .
<32j> (j=12) undbu—( 0 >,bz2—<bi2) (¢ =1,2) auf und

schneide diese Summe analog zum Vorgehen in Abschnitt 3.2 auf Rang &’ ab.
Diese Abschneidung bendotigt die Losung eines 4k-dimensionalen Eigenwertpro-
blems bzw. eine 4k-dimensionale Singuldrwertzerlegung.

3.4.3.2 Zuriick zu den 2D H-Matrizen

Analog zum 1D Fall lisst sich zeigen:

Axy Be My < wird auf Rang k' abgeschnitten.

| | T D
| | T[N
o | |
=v]=s] B=v] By

Insgesamt entstehen im 2D Fall bei der Matrix-Multiplikation 16 neue hierar-
chische Formate:
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RI~_-||R[R
R R |R|R
R R |R|R
R R |R|R

R |RIR|R
S| RIR|R

R |RIR|R
R |RIR|R

und N\ -]

und -]

SSEES

SIS EE

SEEE

/

e

/
I

SSEEE

SSEEE

SIS SES

(R ||
. = = N

SIS

SISl e N

IS EESEEEE

SIS TN | (| | [ | |

SSESEEEEE SSIENSESESIE
I I I I
/ N\ / N
/ AN / N
5 5 5 5
: : : i
S
— N ] <t
— A [xp] <t
T T T as

R[T-/IRIR

Rl R |R|R

Rl R |R|R

Rl R |R|R

R |R|R|R
T-N|R|R|R

R |RIR|R
R |RIR|R

H12-Format: T -/

H21-Format: T -\,

1 SRERIREE = o2
EEE === <
D e
SRS S S SN el
T
e )] | e | | [[=]= ] /
(S| | \ (2 slllso
! ! ! !
T T ! !
/ N AN /
o) o) o) e}
=) =) =) =}
=} =} =} =]
N SEERIRRE = e
HNNEEEE % <
ez
=l o | S =S ) |
/!
HEESINENEEEE 1
SEEE NIREE = o2
! ! ! !
AN /! / AN
! ! T T
- - - 2
g g g g
= = = =
<t — [ap) (o]
— < [a\] o
] ] ] o
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RIRIR| R RIRIR| R
RIRI R| R RIR|R| R
H34-Format: | - /' = RIRIRL und N\, - = RIR| R[N -]
RIRIR| R RIR|R| R
RIR| R |R RIR| R |R
RIR| R |R RIR| R |R
H43-Format: /- T = R R R R und |-\ = RIRI R | R
RIR| /TR R R||-\|R
R|R|R| R R —| /| R
‘ ' B — | R|R|\, R{R|R|R -
Hmi-Format: — — = STRIR = AN AR AN =
R|R|R| R RN |<|R
R| R R |R
R|Hmi| H32 | R C e
R| H23 | Hmi| R (M Mitte)
R| R R |R
Rl—| /IR R|R|R| R
' B R{R|R|R — | Rl R|\, _
Heck-Format: «— - — = AN AN STRIR S =
RIN|<|R R|R|R| R
Heck| R| R| H41
g g g g (eck = Ecken)
H14 | R| R| Heck
RIR| 7| T R|R|R|R Hlo| H21| R| R
) | RIR] TN R|\R|R|R| |HI2|Hlo|R| R
Hlo-Format: T- | = R BRI R R ~T1IR R [ R R |RIR
RIR|R|R I\ R|IR R R |R|R
(lo = links oben)
R|R|R|R R R| 7|7 R R| R R
_ _|R|R|R|R RIR|T|N\|_ |R/R| R R
Hru-Format: | - T = T 1 IRIE RIRIRI Rl - RIR Hrul HA3
I\ R|IR R RIR|R R|R| H34| Hru

(ru = rechts unten)

Bemerkung: Die 16 neu entstandenen hierarchischen Formate gehen nur in
die Additionen von je 4 Produkten ein. Die Faktoren aller H-Multiplikationen
auf jedem Level bestehen nur aus den 9 urspriinglichen Formaten.
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zu einer Rk’-

e Abschneidung einer 4 x 4-Blockmatrix

=v]R=v]R=v] By
=v]R=v]R=v] By
=v]R=s]=v] By
=v]R=s]R=v] By

Matrix gleicher Dimension:

Fasse

[ai1, but]| -+ | -+ | [a14, b14]

[ag1,bar]| -+ | -+ | [244, baa]

als Summe der 16 Rk-Matrizen [a;;,b;], 1 < 4,7 < 4, mit a;; =

ay; 0 0 0
0 - ag; - 0 - 0
0 ya25 = OJ ya3; = ay; ya4; = 0 (4 =1,. ’4)
0 0 0 ay;
b1 0 0 0
= 0 ~ b; = 0 = 0 .
und b;; = o | Pi2= 02 ybig = by ybia = 0 (i =
0 0 0 by
1,...,4) auf und schneide diese Summe analog zum Vorgehen in Ab-

schnitt 3.2 auf Rang k' ab. Diese Abschneidung benétigt die Losung eines 16k-
dimensionalen Eigenwertproblems bzw. eine 16k-dimensionale Singulérwertzer-
legung.

Die H-Additionen von je 4 H-Produkten funktionieren alle nach demsel-
ben Schema:

Die H-Formate der 4 Summanden sind jeweils in einem der 4 Formate enthalten.
Durch kanonische Erweiterung zum komplexesten dieser 4 H-Formate lassen
sich somit all diese H-Additionen auf Additionen ausschlielich vollbesetzter,
vollbesetzter und Rk-Matrizen und ausschliellich Rk-Matrizen zuriickfithren.
FEine Rk-Matrix ist auf jedes andere H-Format erweiterbar: Die H-Summe

N+R+R+R =

=) | 2| =] =) | =
| | | T | | =] |
| | | D | | By| |
| | | D | | | |
| | | D | | | |
| | T| T | | =] |
| | T| T | byl =] |
| | | D | | | |

ist beispielsweise rekursiv aufgebaut aus derselben H-Summe und 15 Rk-
Additionen auf dem néchsthoheren Level.

Nach diesem einfachstmdoglichen Beispiel einer H-Summe mit mindestens einem
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echten Blocksummanden stellen wir noch eine der 4 komplexesten H-Additionen
dar:

Ol N | R| R R | R
. —|o] ||/ R|Hmi| H32 | R

D pr—
+ Hmi + Hru + H33 ~| 7|0 —| TRl H2 [Hmi R
T 1=[o R| R R | R
R|R| R | R R|R| R |R
R|R| R R+RRRR
R| R| Hru| H43 R|R|H33| R
R| R| H34| Hru R|R| R |R

Diese H-Addition ist rekursiv aus 16 unterschiedlichen H-Additionen auf dem
néchsthoheren Level aufgebaut. Wird nun in den 4 x 4-Blocken rekursiv vor-
gegangen und werden die vollbesetzten und Rk-Matrizen in den Blittern des
zur hierarchischen Matrixstruktur gehorigen H-Baums erreicht, wird schliellich
addiert.

e Die Komplexitit der H-Multiplikation * ist gleich O(N log? N) (siche Ta-
belle 3.3).

Bemerkung zum Rechenaufwand in Abhéingigkeit von 6p:

Fir groBeres 6p sind die Matrix-Matrix-Multiplikationen zweier vollbesetzter
Blocke der Dimension d mit 47 < d < 4%+ und die Singuldrwertzerlegung
ebensolcher Blocke am zeitintensivsten.

Fiir kleiner werdendes 6p nimmt fiir konstante Dimension N der H-Matrix die
hierarchische Tiefe p.rsf = p — ép zu: Es dominiert dann der Aufwand in den
Rk-Additionen.

Steuerung des Rangs k der Rk-Blécke einer H-Matrix:
k=k(b) = a(pefs —level(b)) + 8, a >0, 8>1

Die grofieren Rk-Matrizen (Blocke zu einem niedrigeren Level) konnen grofieren
Rang als die kleineren Rk-Matrizen (Blocke zu einem héheren Level) haben.

3.4.3.3 A posteriori Fehlerschitzung von %y in der Frobeniusnorm

Wir werden nun die Entwicklung des Approximationsfehlers untersuchen und
daraus eine a posteriori Fehlerschéatzung von #3; in der Frobeniusnorm ableiten.
Gegeben seien zwei H-Matrizen A = (Aij)lgi,jgél und B = (Bij)lgi,j§4-
Gesucht ist der absolute bzw. relative Fehler || A%y B—A-B||F bzw. %
der H-Multiplikation in der Frobeniusnorm.
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oV 162 | 322 | 642 | 1282
1 [ 013 | 6.62 | 5358 | 301.7
2 10.13 | 7.07 | 62.03 | 379.5
3 1013 | 7.89 | 7527 | 492.4
4 |0.13 | 871 | 9623 | 651.3
5 | 0.13 | 9.74 | 130.74 | 948.5
6 | 0.13 | 11.15 | 171.20 | 1265.0
7 10.13 | 13.22 | 238.70 | 1823.1
8 | 0.13 | 14.71 | 299.90 | 2274.7
9 | 0.13 | 17.69 | 397.53 | 3050.4
10 [ 0.13 | 20.69 | 497.82 | 3833.9

Tabelle 3.3: Bendtigte Zeit (in Sekunden) zur Durchfithrung der Matrix-Matrix-
Multiplikation mit zufiilligen N x N-H-Matrizen mit §p = 3 und Rang k inklu-
sive mitlaufender a posteriori Fehlerschitzung (Prozessor: Sun Ultra Sparc IIi,
300 MHz).

Mit . -
Yon Ak Bri| oo | oo | 20 H Atk ¥4 Bra
k=1 k=1
A *H B =
1 1
Yo Aak ¥ Bra| oo | o0 | D0 1 Ak ¥4 Bra
=1 =1
gilt
, 4 4 4 )
|A*y B—A-Blz = > | 21 A *n Brj — Y Aix - Bijll%
ig=1 k=1 =1
4 4 4
= > |l Dom Ak *n Brj — Y Aig *w Bij +
ig=1 k=1 =1
4 4
> A #1 Brj — > Aig - Bijl|%
=1 =1
4 4 4
< ¥ (H > Ak *1 Bry — Y Aik *1 Byjllr +
=1\ k=1 =1

4 2
> | Aik *# Brj — Aig - Bk:j||F) ;
=1

wobei Y 3 jeweils die approximierten H-Summen bezeichnet.

Der H-Multiplikationsfehler auf dem Level 0 wurde somit nach oben abge-
schitzt durch H-Additionsfehler auf dem n&chsthéheren Level 1 und wei-
tere H-Multiplikationsfehler auf dem Level 1. Durch rekursive Fortfithrung
dieser Abschétzung kann schliellich der H-Multiplikationsfehler aus den H-
Additionsfehlern auf sémtlichen Levels 1 bis p.y; zusammengesetzt werden.
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Dies muss auch so sein: Richtig gerechnet wird ja nur mit vollbesetzten und
Rk-Matrizen, mit anderen Worten in den Bléttern der H-Baume, und die Mul-
tiplikationen solcher Matrizen sind ja exakt. Fehler werden nur in all den Rk-
Additionen bzw. nach der Singuldrwertzerlegung vollbesetzter Matrizen beim
Abschneiden der kleinsten Singulérwerte gemacht.

Die H-Additionsfehler einer H-Summe von 4 H-Produkten ergeben sich wie
vorhin fiir die H-Addition zweier H-Matrizen in Abschnitt 3.4.2 als die euklidi-
sche Norm des Vektors, der aus allen Singuldrwerten besteht, die bei saimtlichen
Rk-Additionen im Laufe der H-Addition abgeschnitten wurden.

Eigenschaften obiger Fehlerschitzung fiir die H-Multiplikation:

e Die Fehlerschitzung bendtigt im Wesentlichen keine zusétzlichen Ope-
rationen: Die abgeschnittenen Singuldrwerte bei den einzelnen Rk-
Additionen wurden alle schon berechnet.

e Sie erfolgt vollkommen parallel zum rekursiven Schema der einzelnen H-
Operationen.

e Der Speicheraufwand fiir die Fehlerschatzung belduft sich auf lediglich
2pers Elementen.

e Die Faktoren A;; und By; einer jeden Multiplikation sind als Teilmatrizen
von A und B exakt!

3.4.4 Invertierung einer H-Matrix

Wir beschreiben nun im Folgenden die approximierte H-Invertierung einer H-
Matrix A als 4 x 4-Blockmatrix aufgefasst mittels des Block-GauB-Algorithmus,
wobei stets die approximierten H-Additionen und H-Multiplikationen verwen-
det werden.

3.4.4.1 Das rekursive Schema der H-Invertierung

Wie die {ibrigen H-Operationen besitzt auch die H-Invertierung eine rekursive
Struktur: Die H-Invertierung auf dem Level 0 wird zuriickgefithrt auf 4 H-
Invertierungen auf dem néchsthéheren Level 1 sowie H-Multiplikationen und
‘H-Additionen auf dem Level 1.

Im Unterschied zur H-Multiplikation treten bei der H-Invertierung auch hier-
archische Summen sowie Rk-Additionen mit 2 oder 3 Summanden auf! Diese
Summen werden vollig analog zu den Summen mit 4 Summanden bei der H-
Multiplikation gebildet.

e Die Komplexitit der H-Matrix-Invertierung ( )~ ist gleich O(N log? N)
(siche Tabelle 3.4).
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oV 162 | 322 | 642 | 1282
1 1013 | 477 | 39.2 | 230.0
2 [ 0.13 | 492 | 442 | 2783
3 10.13 | 531 | 51.8 | 347.0
4 013 | 570 | 639 | 4pa7
5 1013 | 650 | 85.1 | 640.0
6 | 0.13 | 6.99 | 104.0 | 799.3
7 1013 | 8.04 | 137.3 | 1088.1
8 013 | 822 | 158.1 | 12375
9 | 0.13 | 958 | 1935 | 1554.8
10 [ 0.13 | 10.50 | 232.0 | 1832.9

Tabelle 3.4: Benotigte Zeit (in Sekunden) zur Durchfithrung der H-Invertierung
der N x N-H-Steifigkeitsmatrix Ap mit ép = 3 und Rang k inklusive mitlau-
fender a posteriori Fehlerschitzung (Prozessor: Sun Ultra Sparc IIi, 300 MHz).

3.4.4.2 A posteriori Fehlerschitzung von ( )~!'* in der Frobenius-
norm
Gegeben sei die invertierbare H-Matrix A = (A;5)1<i j<4-
-1 -1

Gesucht ist der absolute bzw. relative Fehler ||A~'* — A~ bzw. W.
Wir verfolgen nun dieselbe Strategie wie bei der H-Multiplikation: Wir ent-
wickeln den H-Fehler, der durch das wiederholte Abschneiden von Singulédrwer-
ten entsteht, parallel zur rekursiven Berechnung von A=,

Das Fehlerquadrat lésst sich als Summe der Fehlerquadrate iiber alle Teilblocke
schreiben: A
HA_1H - A_l”%' = Z ” (A_lﬁ)ij - (A_l)ij H%‘
ij=1

Dabei ist || (14_171!)44 - (A_1)44||F selbst von der Gestalt ||B~!'* — B!,
wobei B eine fehlerhafte H-Matrix auf dem n&chsthéheren Level ist. Die
restlichen 15 Blocke sind entweder H-Summen oder H-Produkte fehlerhafter
‘H-Matrizen. Aufgrund der Fehlerhaftigkeit der Eingabedaten der soeben er-
wahnten H-Summen, H-Produkte und H-Inversen in den einzelnen Teilblocken
ist eine Konditionsanalyse durchzufiihren. Insgesamt setzt sich der H-Fehler
der H-Inversen auf dem Level 0 also aus Additionsfehlern und transportierten
Fehlern hoherer Levels zusammen.

Sensitivitdtsanalyse fiir die H-Operationen:

1) Die H-Addition: )

Gegeben seien fehlerhafte Summanden A; € My samt den Fehlerschranken
14; = Ayl .

Dann gilt

1Y 3 A => Al < 1D w A=) Aille + Y 1A — Adl .
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Die Eingabefehler werden also unverindert an die Ausgabe weitergereicht und
addieren sich zum Abschneidefehler aller durchgefithrten Rk-Additionen.

2) Die H-Multiplikation: o

Gegeben seien zwei fehlerhafte Faktoren A, B € My, samt Fehlerschranken
|4~ Alp und |B - B|p.

Dann gilt

|A*+ B~ A-Bllp < | A%y B~ A-B|r +|Allr ||B ~ Blr +||Bllr | A~ Allr.

Der Gesamtfehler ldsst sich also nach oben abschétzen durch den H-Fehler der
‘H-Matrix-Multiplikation bei exaktem Input und den transportierten Eingabe-
fehlern.

3) Die H-Invertierung: . )
Gegeben sei eine fehlerhafte H-Matrix A samt Fehlerschranke ||A — A||r.
Dann gilt

At — A7 < A — A+ A A - Al

Dabei wurde die exakte absolute Konditionszahl fiir die Matrixinvertierung
|A7Y% durch [|A=17%|% zur Beschreibung des Fehlertransportes genihert.

Beobachtung in der Praxis:

Mit den Verstérkungsfaktoren || A||p, || B||r und |A=*||% in der Frobeniusnorm
explodiert der Fehlerschitzer fiir die H-Invertierung. Das liegt einfach daran,
dass die Frobeniusnorm zur Beschreibung der Fehlerverstirkungsfaktoren vollig
ungeeignet ist. Man beachte nur ||I||z = v/N als Faktor fiir die Multiplikation
mit der N-dimensionalen Einheitsmatrix I.

Verwendet man stattdessen die Fehlerverstirkungsfaktoren ||A|2, | B2 und
|]14~1le |3 in der Spektralnorm, so lassen sich zum Teil sehr gute Fehlerschéitzun-
gen in der Frobeniusnorm erzielen. Nachdem sich die Spektralnorm einer Matrix
A € R"™™ jedoch nicht rekursiv aus ihren Teilblécken gewinnen lisst, gehen
wir einfach zu deren unteren Schranke % < ||A]|2 iiber, wobei [ = min{m,n}
ist.

Zur Berechnung der Frobeniusnorm eines hierarchischen Matrixblocks ist nur
zu erwihnen, dass sich deren Quadrat rekursiv durch Summation der Quadrate
der Frobeniusnormen der einzelnen Teilblocke ergibt.

Die in den Abbildungen 3.9 und 3.10 dargestellten numerischen Ergebnisse der a
posteriori Fehlerschitzer fiir die H-Invertierung der Steifigkeitsmatrix Ay sowie
der Massenmatrix M} wurden mit diesen ,, geddmpften“ Fehlerverstiarkungsfak-
toren erzielt.

3.4.4.3 Riickwirtsfehleranalyse fiir die H-Invertierung

FEine andere Strategie zur Schitzung des H-Fehlers der H-Inversen besteht in
der Analyse des Riickwértsfehlers:

Nach Wilkinson (1954) gilt fiir den normweisen a posteriori Riickwértsfehler fiir
AX = I mit der Ndherung X =A1n
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Das kleinste 7, fiir das (4 + AA)X = I mit |AA| < n|A| gilt, ist gegeben
durch ” A4
T — AA-n

M= T AT (3.3)
[A[[[[A= 1

(siehe z.B. [5, Seite 54]).
Zur Berechnung von 7 kann nun das exakte Produkt AA~'* durch das H-
Produkt A %3y A% ersetzt werden.

Andererseits folgt aus
A7t A7 = A (I- AA’lH)

durch Anwendung der Dreiecksungleichung in einer beliebigen Norm || - || fol-
gende obere Schranke fiir den relativen normweisen Vorwértsfehler:

A — A7

< ||[I—AA™ (3.4
T | H )

(siehe [17]).
Gleichung (3.3) fur den Riickwértsfehler und Abschétzung (3.4) fiir den Vor-
wértsfehler ergeben zusammen

A~ — A7)

< [JAIHIAT ][5 = K(A)n,
A=
also vollig im Rahmen der Faustformel

, Vorwértsfehler < Kondition - Riickwértsfehler «.

In den Abbildungen 3.9 und 3.10 wurden neben den mitlaufenden a posteriori
Vorwiértsfehlerschitzern auch die Schéitzungen

”I — A * AilHHF _ HI — A * AilH”F
1|7 n

fiir die relativen normweisen Vorwértsfehler der H-Inversen A;LlH und M, In
in der Frobeniusnorm dargestellt.

Bemerkung:

Zur Approximation der Spektralnorm [|A||2 einer H-Matrix A mit fast linearem
Aufwand bietet sich folgende Vorgehensweise an:

Wegen || A]|2 = v/p(AT A) bilde man zunéchst das symmetrisch positiv semidefi-
nite H-Produkt A7 x4, A und approximiere dann mittels Vektoriteration dessen
groften Eigenwert p(AT %y A).

Die Ausarbeitung dieser Idee zur Approximation der Spektralnorm einer H-
Matrix und Bemerkungen zum Konvergenzverhalten finden sich in [17, Kapitel
4.6, Seite 62].
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Abbildung 3.9: Relativer Fehler sowie mitlaufende a posteriori Fehlerschatzung
und relative Vorwértsfehlerschétzung der H-Inversen von Aj, (links) und von
Mj, (rechts) in || || ¢ fiir N = 322 (oben) und N = 642 (unten) Unbekannte und
op = 3.
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Abbildung 3.10: Mitlaufende a posteriori Fehlerschitzung und relative Vor-
wértsfehlerschitzung der H-Inversen von Aj; (links) und von M), (rechts) in
| - || fiir N = 1282 Unbekannte und ép = 3.
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Fiir duBerst schlecht konditionierte Matrizen ist der exakte H-Fehler der H-
Invertierung mittels approximativer Block-Gaufl-Elimination i. Allg. zu grofi:
Die H-Fehler der einzelnen Teiloperationen werden durch die groen Kondi-
tionszahlen enorm verstirkt und jeweils von einem Level zum néchsthéheren
weitergereicht. In solchen Fillen wird der tatséchliche H-Fehler durch die oben
konstruierte a posteriori Schranke maflos {iberschétzt, da die grolen Konditi-
onszahlen den tatsdchlichen Fehlertransport viel zu pessimistisch wiedergeben.
Der Vergleich von Aj mit den duflerst schlecht konditionierten Matrizen A% und
A} gibt diese Situation deutlich wieder (siehe die Abbildungen 3.11 und 3.12).

(2 K - =902 Rn= —
N=20°, 8p=2, p_ =2 N=20, 8p=2, p =2

— rel. Fehler der H-Inversen
- rel. Fehler der

— rel. Fehler der H-Inversen
— - rel. Fehler der

rel. Fehler
rel. Fehler

. . . . . . . . . . . . . . .
0 2 4 6 8 10 12 14 16 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Rang k Rang k

Abbildung 3.11: Relativer Fehler der H-Inversen von A (links) und von A?
(rechts) sowie der bestmoglichen H-Approximation an die exakte Inverse von
Ap, (links) und von A2 (rechts) in || - || r.

N=20%, 5p=2, P2

T T T
— rel. Fehler der H-Inversen
— - rel. Fehler der

rel. Fehler

Abbildung 3.12: Relativer Fehler der H-Inversen von Aﬁ sowie der bestmogli-
chen H-Approximation an die exakte Inverse von A} in || - ||F.

Beobachtung: Je grofler die Kondition der zu invertierenden Matrix, umso
groBer mufl der Rang der Rk-Blocke gewéhlt werden, um mit dem approximier-
ten rekursiven Block-Gauf3-Algorithmus eine bestimmte Approximationsgiite zu
erreichen.
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3.4.4.4 Zusammenfassung

e In den Kapiteln 3.4.1 bis 3.4.4 wurden nach detaillierter Ausarbeitung der
hierarchischen Grundoperationen fiir 2D H-Matrizen aus [20] geeignete
Fehlerschétzer fiir die approximierten H-Operationen neu entwickelt und
in der numerischen Praxis erprobt.

e Die Approximationsgiite der H-Inversen A~'* einer H-Matrix A hingt
(natiirlich neben der Darstellbarkeit der exakten Inversen A~! als H-
Matrix) stark von der Kondition x(A) ab.

3.4.5 'H-Cholesky-Zerlegung

Der bereits behandelten H-Invertierung mittels GauBscher Elimination liegen
die zwei folgenden Prinzipien zugrunde: die Formulierung des Gaufischen Elimi-
nationsalgorithmus als 4 x 4-Blockalgorithmus sowie die Ersetzung der exakten
Blockoperationen durch ihre approximierten hierarchischen Pendants.

Diese bilden auch die Grundlage fiir die folgenden hierarchischen Zerlegungen.

Zunichst wenden wir unsere Aufmerksamkeit der Losung linearer Gleichungs-
systeme (LGS) mit hierarchischen unteren Block-Dreiecksmatrizen L zu. (Man
beachte, dass die 4 Diagonalblécke Li1,..., L4y von L wiederum untere Block-
Dreiecksmatrizen sind.)

Hierarchische LGS werden ndmlich sowohl gleich danach fiir die hierarchische
Cholesky-Zerlegung als auch in den spéteren Kapiteln wie beispielsweise fiir
das hierarchische Eigenwertproblem des diskreten Laplace-Operators benotigt.
Die H-Cholesky-Zerlegung hingegen wird noch die zentrale Rolle in unserem
Algorithmus zur ‘H-Q R-Zerlegung spielen.

3.4.5.1 Lineare Gleichungssysteme in H-Arithmetik

Wie der H-Multiplikation die H-Matrix-Rk-Matrix-Multiplikation liegt dem H-
LGS mit hierarchischen 4 x 4-Blocken als rechten Seiten das Rk-LGS

LRy = Ry bzw. LTR; = R,

mit einer Rk-Matrix R; als Losung sowie einer Rk-Matrix R als rechter Seite
zugrunde.

Mit R; = [x,y] = xy? und Ry = [a,b] = ab” schreibt sich LR; = Ry in der
Form Lxy” = ab”, was folgenden Losungsweg nahelegt:

Lose Lx = a nach x und setze y = b.

Nun ist
Ly X1 a;
L L X a
Ix—a 21 | Lao ClXe| _ @
L31| L3a| L33 X3 a3
Lyi| Lag| Ly3| Ly X4 ay
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Liix; =a;
Looxo = ap — Lo1x3

<~
L33x3 = a3 — L31x1 — L3ax2
Lysxy = a4 — Lyax1 — Lyoxa — Lagxs
Die rekursive Losung der Vorwértssubstitution Lx = a besteht also in

deren Riickfithrung auf 4 Vorwértssubstitutionen und 6 Matrix-Vektor-
Multiplikationen mit Auflerdiagonalblécken auf dem néchsthoheren Level.

Die Riickwértssubstitution LTx = a und somit die Losung von LTR, = Ry
werden vollig analog gehandhabt.

Man beachte, dass die Vorwirtssubstitution Lx = a wie auch die Riickwérts-
substitution L7x = a mit hierarchischen unteren Block-Dreiecksmatrizen L
wie bereits die hierarchische Matrix-Vektor-Multiplikation aus Abschnitt 3.4.1
exakt ist.

e Komplexitit der Vorwirts- und Riickwirtssubstitution Lx = a und LTx = a
sowie der Rk-LGS LRy = Ry und LT Ry = Rs:

Mit N = 4P und der Tatsache, dass die hierarchische Matrix-Vektor-
Multiplikation mit Auflerdiagonalblécken nur O(NN) Operationen benétigt, folgt
aus

Nrk-rcs(p) =4 Nrk-res(p — 1) + O(N)
fiir die Anzahl der flops eines Rk-LGS vom Level p

Nrr-ras(p) = O(pN) = O(Nlog N).

In einem zweiten Schritt behandeln wir nun die x-LGS der Form
LX, = By bzw. LTX, = By,

wobei Xy und By einen -, \, /- oder \ -Block bezeichnen.
Wir veranschaulichen deren rekursive Struktur anhand einer H-Matrix-
Vorwirtssubstitution LX< = Bx_mit einer "\ -Matrix als rechter Seite:

Das Matrix-Gleichungssystem

L1y Xi1| Xi2| | X1 Ry | Rio| \\ | Ry
Loy | Lo | Xo1| Xog| Xog| Xog| | Ro1| Roa| Roz| Ry
L31| L3 | L33 Xs31| X3o| X33| Xaa| | Rs1| Rs2| Rss| Rau
Ly1| Lyo| Lys| Lyg X1 | Xao | Xuz | Xua Ry1| Ry | Raz| Ry

(zeilenweise fiir X;; von links oben nach rechts unten geldst) ist dquivalent zu
einem \-LGS und 15 Rk-LGS auf dem néichsthéheren Level:
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L1 X11 = R

L1 X12 = Ri2
Lip N =\
L1 X14 = Rus

Lo Xo1 = Ro1 — Loy X11
Lag X9o = Rog — Loy X12
Loy Xo3 = Rag — La1 ™\
Lo X9y = Roy — Loy X14

L33 X31 = R31 — Lg1 X11 — L32 Xo1
L33 X392 = R3a — L31 X12 — L3z Xoo
L33 X33 = R3s — L31 "\ —Ls32 Xo3
L33 X34 = R3q — L31 X14 — L3z Xo4

Lyy X41 = Ryy — Lgy X11 — Lyo Xo1 — Lyz X31
Lyy X420 = Ryp — Lgy X12 — Lo Xog — L3 X32
Lyy X43 = Ry3 — Lan ™\ — Ly2 Xog — Ly3 X33
Lyy X4g4 = Ryg — Lgy X14 — Lao Xog — Ly3 X34

Man beachte, dass die H-Matrix-Produkte Loy x3y "\ = « 1y \, L31 ¢ \ =
Nk N\ sowie Ly # N\ = T * \ Rk-Matrizen ergeben und alle Subtraktio-
nen von Rk-Matrizen jeweils auf geeigneten Rang abgeschnitten werden.

e Komplexitit der x-LGS LX, = By und LT X, = By:
Es ist

Nu—ras(p) = Nu—ras(p—1) +15 Npe—ras(p — 1) + O(N)
Nx—-ras(p —1) + CpN + O(N)

|

und deshalb
4
Nx-ras(p) = 3 CpN + O(N) = O(pN) = O(Nlog N).

Dabei ist zu beachten, dass sdmtliche L;;-Rk-Matrix-Multiplikationen mit Au-
Berdiagonalblécken L;j, die drei oben genannten H-Block-Multiplikationen so-
wie samtliche Rk-Additionen im O(N)-Term enthalten sind.
In einem dritten Schritt kommen wir nun zu den +-LGS

LX, =By bzw. L'X, = By,
wobei + fiir eines der Formate T, |, «+ oder — steht.

Zu 16sen sei beispielsweise LX, = B_:

L1y X1| «— | /| Xu Ry | <« | /| R
Loy | Lao | Xor| Xoo| Xog| Xog| | Ro1| Rop| Rps| Ry
L31| L3 | L33 Xs31| X3o| X33| X3a| | Rs1| Rs2| Rss| Rau
Ly1| Lyo| Lys| Lyg Xa| | <« | Xy Ry | | « | Ry




Riickfithrung auf zwei «+—LGS, je ein \- und /-LGS sowie 12 Rk-LGS auf dem
néchsthoheren Level liefert wiederum

Ni—ras(p) = 2Ni_rgs(p—1)+2Nu_rasip—1) +
12 Ngr—ras(p — 1) + O(N)
= 2Ni_1gs(p—1)+ CpN + O(N)

mit der Komplexitdt O(N) fiir die restlichen durchzufiihrenden H-Matrix-
Multiplikationen und H-Additionen und damit

Ni-ras(p) =2CpN + O(N) = O(pN) = O(Nlog N).

Im vierten und letzten Schritt konnen wir nun endlich ein O-LGS
LXa = Bg bzw. LT Xn = Bg

durch Riickfithrung auf 4 O-LGS, je 2 —-, «—, T- und |-LGS und je ein -, \-,
/- und \-LGS auf dem néchsthoheren Level 16sen. Es ist ndmlich LX5 = Bp
dquivalent zu

L1y O] —| N\ | O] =]\ !
Loy | Lo <o/l |<|89]!|l|/
L31| L2 | L33 NEE NN EE
Ly | Ly | L3 | Lyy 11 /]|—]0 11— B

Es gilt also

No-ras(p) = 4No-res(p—1)+8 Ny raslp—1) +
4 Nx—ras(p—1) + O(pN)
= 4No_res(p—1) + O(pN)
und damit
No-res(p) = O(p°N) = O(Nlog? N)
fiir die Komplexitit eines O-LGS.

3.4.5.2 Das rekursive Schema der H-Cholesky-Zerlegung

Gegeben sei die symmetrisch positiv definite H-Matrix A = (A4;j)1<ij<a €
IRV*N | Gesucht ist eine H-Approximation Ly an L, wobei A = LLT die exakte
Cholesky-Zerlegung von A ist.

Mit
A | A7 [ AL | AT L
Aoy | Ago | AL, AL, Loy | Laa
A= und L =
Asy | Asa| Ass| Al L31| L3a| L33
Ag | Agp | Ags | Ass Lyi| Lao| Las | Laa
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ist LLT = A #quivalent zu den folgenden Gleichungen fiir die 10 zu bestimmen-
den Blocke von L:

Ly LT = Aqy
Ly L) = An
Lsi L) = Ag
Ly LT = Ay

Log L3, = Agp — Loy LY
L3g L3, = Asp — L3y LY
Lyp L3, = Ayp — Lyy LY

L33 LI, = Ag3 — L3y LY, — Lo L2,
Lys Ly = Ays — Lyy LT, — Lo LY,

Lyg LYy = Ayg — Lyy LT, — Lys LE, — Lys LT

Daraus lédsst sich sofort die rekursive Struktur der hierarchischen Cholesky-
Zerlegung ablesen: Sie besteht in der Riickfithrung von LLT = A auf 4
‘H-Cholesky-Zerlegungen und 6 H-Matrix-Vorwértssubstitutionen mit Aufler-
diagonalblocken als rechten Seiten auf dem néchsthcheren Level.

Eine H-Matrix-Vorwértssubstitution LX = B bzw. eine H-Matrix-
Riickwirtssubstitution LT X = B benstigt O(N log N) Operationen fiir einen
AuBerdiagonalblock B sowie O(N log? N) Operationen fiir einen Diagonalblock
B (siehe Abschnitt 3.4.5.1).

oV 162 | 322 | 642 | 1282
1 1004 | 055 | 490 | 31.3
2 [ 0.04 | 063 | 588 | 385
3 004 | 068 | 6.74 | 481
4 004 071 ] 7.82 | 57.0
5 | 0.04 | 0.84 | 10.03 | 78.1
6 | 0.04 |0.90 | 11.45 | 92.0
7 1004 | 1.09 | 14.60 | 120.5
8 1004 | 1.13 | 14.87 | 122.6
9 | 0.04 | 1.25 | 1850 | 155.6
10 | 0.04 | 1.44 | 21.44 | 182.1

Tabelle 3.5: Benotigte Zeit (in Sekunden) zur Durchfithrung der H-Cholesky-
Zerlegung der N x N-H-Steifigkeitsmatrix Ay mit 6p = 3 und Rang k (Prozessor:
Sun Ultra Sparc IIi, 300 MHz).
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Abbildung 3.13: Relativer Fehler sowie relativer Riickwértsfehler des H-
Cholesky-Faktors Ly, von Ay, (links) und von M}, (rechts) in || - || fiir N = 322
(oben) und N = 642 (unten) Unbekannte und ép = 3.
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Abbildung 3.14: Relativer Riickwartsfehler des H-Cholesky-Faktors Ly von Aj
(links) und von Mj, (rechts) in || - ||z fiir N = 1282 Unbekannte und ép = 3.
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Damit gilt mit der in diesem Abschnitt aufgezeigten rekursiven Struktur der
‘H-Cholesky-Zerlegung

Nchot(p) = 4 Nehot(p — 1) + O(pN)

und somit

Neno(p) = O(p*N) = O(N log” N)
(siche Tabelle 3.5).

3.4.5.3 Normweise Riickwirtsanalyse fiir den H-Fehler der H-
Cholesky-Zerlegung

In exakter Arithmetik gilt A = LLT. Nun gibt es ein eindeutig bestimmtes

symmetrisches AA € RY*YN mit A+ AA = LL” in exakter Arithmetik, wobei

L = Ly die berechnete Approximation an L und AA den Riickwirtsfehler

bezeichnen.

Damit gilt .
|AA] _ lA= LiT|
IA] IA]]

(3.5)

fiir den relativen normweisen Riickwartsfehler.

Zur Schitzung von ||A — LLT|| ersetzen wir die exakte Matrixmultiplikation -
einfach durch die approximierte H-Matrix-Multiplikation 4.

In den Abbildungen 3.13 und 3.14 sind die Riickwértsfehler aus (3.5) fiir die
‘H-Cholesky-Zerlegung der Steifigkeitsmatrix A und der Massenmatrix M),
dargestellt.

Die Approximationsgiite des H-Cholesky-Faktors L;:

Der oben beschriebene rekursive Algorithmus liefert eine wuntere H-
Dreiecksmatrix Ly als Approximation an die untere Dreiecksmatrix L, wobei L
die exakte Matrixgleichung LLT = A, A € RM*¥ symmetrisch positiv definit,
16st. Dabei ist — wie bereits bei der H-Invertierung — x(A) verantwortlich fiir die
Giite des Erreichens der Bestapproximation an L in der Menge aller H-Matrizen
bzgl. der Frobeniusnorm.

Je grofler k(A), umso grofier muss der Rang der Rk-Blocke gewéhlt werden, um
mit dem oben beschriebenen rekursiven Algorithmus eine bestimmte Approxi-
mationsgiite zu erreichen. Je grofler dieser Rang, umso kleiner ist der Fehler,
der von Level zu Level und innerhalb eines Levels weitertransportiert wird.

Die numerischen Beispiele in den Abbildungen 3.15 und 3.16 verdeutlichen die
Abhéngigkeit der Approximationsgiite von L7y von der Kondition der zu zerle-
genden H-Matrix.
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Abbildung 3.15: Relativer Fehler des H-Cholesky-Faktors von A (links) und
von A? (rechts) sowie der bestméoglichen H-Approximation an den exakten
Cholesky-Faktor von Ay, (links) und von A? (rechts) in || - || .

3.4.5.4 Losung der Poisson-Gleichung mittels hierarchischer Matri-
zen

Die 2D Poisson-Gleichung
—Au(z) = f(z), x€Q=(0,1)
ulog =0
mit f € L*(Q) besitzt die schwache Formulierung
a(u,v) = (f,v)2 Yo € H} (Q). (3.7)

Diskretisierung mittels stiickweise linearer C°-Dreieckselemente auf dem regel-
méfig triangulierten Einheitsquadrat liefert das N-dimensionale LGS

Apuy, = Mpfy, (3.8)

wobei A die Steifigkeitsmatrix und M}, die Massenmatrix in der Knotenbasis
{¥"}Y bezeichnen und £, = (f1,..., fx)7 mit Qnf = Y1, fiuh ist.

Losungsvorschlige fiir Apuy, = Myf,:

1. Zun&chst H-Invertierung von Ay, danach Matrix-Vektor-Multiplikationen
AT (M ).

2. Zunéchst H-Cholesky-Zerlegung Aj, = Lth, danach Vorwértssubstituti-
on Lypzy = Mpf, und Riickwértssubstitution Lguh = zp.

Wie die numerische Praxis zeigt, ist die zweite Methode zur Lésung von (3.8)
sowohl schneller als auch ein wenig genauer als die erste. Dies liegt im Wesent-
lichen daran, dass die Cholesky-Zerlegung schneller und ein wenig genauer als
die H-Invertierung mittels Gaufischer Elimination ist.
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N=207, 8p=2, P2

T T T
— rel. Fehler des H-Cholesky-Faktors
— - rel. Fehler der

rel. Fehler

Abbildung 3.16: Relativer Fehler des H-Cholesky-Faktors von A;ll sowie der
bestmoglichen H-Approximation an den exakten Cholesky-Faktor von A‘}L in

[Raliz

3.4.6 H-LDL"-Zerlegung

Analog zur H-Cholesky-Zerlegung einer symmetrisch positiv definiten H-Matrix
kann auch die H-LDL"-Zerlegung einer symmetrischen H-Matrix durchgefiihrt
werden.

3.4.6.1 Das rekursive Schema der H-LDL"-Zerlegung

Sei A = (Aij)i<ij<a € IRV*N eine symmetrische H-Matrix.
Dann ist A= LDLT = L - DLT &quivalent zu

An | Ay | Agy | A

Ao | Aso | Agy | Al | _

Az | Ao | Asg| AT

Ay | Ago | Agz | Agg

Ly Dy, Liy | Ly | Lgy | Ly
Lo | Lo . Do2 _ Loy | Ly | Lip | _
L3y | L3z | L33 D33 L | Li;|
Ly1| Lao| Lys| Lyg Dyy LT,
L1 D11 L{; | D1 L3 | DLy | DLy

Loy | Laa _ Das L, | DaoLL, | Do L1,

L31| L3a| L33 DssLi, | DssLi;

La1| Lao| Lys| Lyg Dy L%,

Die H-LDL"-Zerlegung von A lisst sich zuriickfiihren auf 4 H-LDL”-
Zerlegungen und 6 H-Matrix-Vorwértssubstitutionen mit Auflerdiagonalblocken
als rechten Seiten auf dem néichsthoheren Level:
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LD LY = Ay — D11, L1x

LD LY = Ay — Loy
Ls1D1 LT = A3 — L3
LD LY = Ay — Ly
LagDao LY, = Agg — Loy D11 LY —  Dag, Lo
L3gDao LY, = A3y — L31 D11 LY — L3
LysDaoLL, = Agg — Lyn D11 LY, — Ly
L33sDs3 Ll = Ass — L31 D11 LY, — L3aDop L, — D33, L33
LysDssLl; = Ags — LynD11 LY, — Lys Do L, —  Lys

LyyDyy LYy = Agy — Ly D11 LY, — LysDos LY, — LysD3sLl; —  Dyg, Lug

Dabei ist die Diagonalmatrix D nach vollendeter H-LDLT-Zerlegung von A
nicht nur blockdiagonal, sondern eine echte Diagonalmatrix.

e Fiir die Komplexitiat der H-LDLT-Zerlegung gilt vollig analog zur H-
Cholesky-Zerlegung

Niprr(p) =4 Npppr(p —1) + O(pN)

und somit

Niprr(p) = O(p*N) = O(Nlog? N)
(siehe Tabelle 3.6).

oV 162 | 322 | 642 | 1282
1 [004 |064 | 507 | 325
2 1 0.04 | 0.65 | 6.08 | 40.4
3 1004|071 | 7.15 | 50.3
4 004|079 | 820 | 59.8
5 | 0.04 | 086 | 10.42 | 81.4
6 | 0.04 | 1.06 | 12.01 | 95.8
7 10,04 | 1.11 | 15.20 | 124.2
8 | 0.04 | 1.15 | 15.63 | 127.2
9 | 0.04 | 1.36 | 1950 | 162.2
10 | 0.04 | 1.49 | 23.20 | 189.5

Tabelle 3.6: Bendtigte Zeit (in Sekunden) zur Durchfiihrung der H-LDLT-
Zerlegung der symmetrisch indefiniten N x N-H-Matrix uMp — Ap mit g = 100,
6p = 3 und Rang k (Prozessor: Sun Ultra Sparc IIi, 300 MHz).

Bemerkung: Die H-LDL"-Zerlegung wird spiter zur Losung linearer Glei-
chungssysteme mit den symmetrisch indefiniten H-Matrizen uMp— Ay, p € IR,
im Zuge der simultanen Iteration zur Losung des H-Eigenwertproblems des dis-
kreten Laplace-Operators benttigt werden.
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3.4.6.2 Normweise Riickwiirtsanalyse fiir den H-Fehler der H-LDL”-
Zerlegung

Analog zur H-Cholesky-Zerlegung ergibt sich der relative normweise Riickwarts-
fehler fiir die H-LDLT-Zerlegung zu

IAA] _ |A—~ LDLT)|
1Al 1Al

(3.9)

mit A+ AA = LDLT in exakter Arithmetik.
Dabei wird das exakte Produkt L (DLT> wiederum durch das H-Produkt Ly

(ﬁf)T> ersetzt.

2 2
N=32%, 8p=3, p =2 N=64%, 8p=3, p =3
10° ;i T T T T T 10’ T T T ;i T T T
el Fefler der H-LDL' ~Zerlegung von jM -A el FeRler der -LDL ~Zerlegung von v A,
rel. Ruecknaertsfehler der H-LDL~Zerlegung von M, -A, rel. Rueckwaerlsfehler der H-LDL'Zerlegung von M, -A
4 a
107 10

rel. Fehler
rel. Fehler

Rang k Rang k

Abbildung 3.17: Relativer Fehler ”LHH(LLHf;glJF%m;DHF sowie relativer Riickwiérts-

fehler der H-LDLT-Zerlegung von uMj, — Ay, in || - || mit x4 = 100 fiir N = 322
(links) und N = 642 (rechts) Unbekannte und ép = 3, wobei Ly; und Dy die
berechneten H-Approximationen an die exakten Faktoren L und D bezeichnen.

N=128%, 8p=3, Pyt

; T T T : T
‘ rel. Rueckwaertsfehler der H-LDL ~Zeriegung von i A

rel. Fehler

Abbildung 3.18: Relativer Riickwirtsfehler der H-LDL"-Zerlegung von uMj, —
Ap in || - ||F mit g = 100 fiir N = 128% Unbekannte und ép = 3.
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Numerische Experimente haben gezeigt, dass die Losung symmetrisch indefini-
ter Gleichungssysteme mittels H-LDL”-Zerlegung und je einer Vorwirts- und
Riickwartssubstitution zum einen schneller und zum anderen etwas genauer als
die Losung iiber die H-Inverse ist (vgl. mit der Losung symmetrisch positiv
definiter LGS mittels H-Cholesky-Zerlegung bzw. H-Invertierung in Abschnitt
3.4.5.4).

3.4.7 'H-QR-Zerlegung einiger H-Matrizen

Nachdem all die unternommenen Versuche einer ,,direkten“ hierarchischen Q R-
Zerlegung mittels orthogonaler Block-Transformationen am Einbringen der ap-
proximierten rekursiven Blockoperationen gescheitert waren, lag es nahe, die
bereits entwickelte H-Cholesky-Zerlegung zur Berechnung der H-Q R-Zerlegung
zu verwenden.

Fiir den Faktor R der QR-Zerlegung A = QR gilt nimlich R = LT, wobei
ATA = LLT die Cholesky-Zerlegung von AT A ist (zum Beweis siehe z.B. [16]).

3.4.7.1 (@QR-Zerlegung in H-Arithmetik

Sei eine nichtsingulire H-Matrix A € RM*V gegeben. Gesucht seien H-

Approximationen @3, Ry an @, R, wobei A = QR die exakte QR-Zerlegung
von A ist.

Aus dem oben erwihnten Zusammenhang zwischen der () R- und der Cholesky-
Zerlegung ergibt sich folgender H-Algorithmus zur Berechnung von () und
Ry

Algorithmus 3.5 (H-QR-Zerlegung)

1. Berechne das H-Produkt B = AT xy; A sowie die H-Cholesky-Zerlegung
B=LL".

2. Setze R=L".
3. Lose QR = A durch H-Matriz- Vorwdrtssubstitution nach Q.

Dieses Verfahren zur Gewinnung der H-QR-Zerlegung bendtigt eine H-
Matrix-Multiplikation, eine H-Cholesky-Zerlegung sowie eine H-Matrix-
Vorwiirtssubstitution und besitzt somit die Komplexitit O(N log® N).

Da der Faktor Q4 indirekt berechnet wurde, ist mit einem Verlust der Ortho-
gonalitét von @y zu rechnen. Je grofier k(A), umso grofler wird der H-Fehler
der H-Cholesky-Zerlegung von AT %3, A, und umso mehr kann Q3 von der Or-
thogonalitéit abweichen, d.h. umso gréBer kann ||Q7F,Q7 —I|| sein. (Man beachte,
dass die Kondition der Cholesky-Zerlegung von AT A gleich x(A)? ist!)

Reorthogonalisierung von )y
Esist A~ QnRpy und i. Allg. k(Qy) < K(A).
Mit der mittels Algorithmus 3.5 berechneten H-Q R-Zerlegung

Qn ~ QyRy
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von @y folgt
A= QuRy ~ QY (RyRy)
mit den H-Approximationen @4, und R}, Ry an @ und R. Nun gilt i. Allg.

1Q% @ — I|| < Q7 Qn —I|.

Man beachte, dass diese Reorthogonalisierung des Faktors Q4 iterativ bis zum
Erreichen einer ,bestmoglichen“ H-Genauigkeit durchfiithrbar ist.

3.4.7.2 Fehlerschitzung fiir die approximierten Faktoren (), und Ry

Nach Bestimmung von Q3 und Ry mittels Algorithmus 3.5 ist A ~ QR noch
lange kein Garant fiir ausreichende Orthogonalitit von (7. Beobachtungen in
der Praxis zeigen, dass der relative Riickwéartsfehler

|A = Qx *1 Ru||F
Al

anndhernd angibt, wie gut die orthogonale Matrix @) in der vorgegebenen Klasse
M3 i, von hierarchischen Matrizen {iberhaupt approximiert werden kann.

Der Orthogonalitétsverlust von @ lédsst sich wegen I + Al = Q%QH flir ein
symmetrisches AI € RY* iiber den normweisen Riickwirtsfehler abschétzen

durch -
IS
1] 1]

(3.10)

Die Approximationsgiite von Ry lésst sich wegen AT A = RT R in normweiser
Riickwéartsanalyse durch
| AT 53 A — R 590 Ry
TAT w70 A]

(3.11)

abschétzen (vgl. Abschétzung (3.5) in Kapitel 3.4.5). Dabei wird - wie immer
- die exakte Multiplikation - durch die approximierte H-Multiplikation %3 zum
Erhalt der fast linearen Komplexitit ersetzt.

Beobachtung in der Praxis:

Die Berechnung von R = LT mit AT A = LLT besitzt die Kondition k(AT A) =
#(A)? der Cholesky-Zerlegung von AT A, jene von Q aus QR = A die Kondition
der Vorwértssubstitution x(R) = x(A).

Fiir moderate Konditionszahlen konnten gute H-Approximationen mittels ite-
rativer Reorthogonalisierung erzielt werden (siehe Abbildungen 3.19 und 3.20
(oben)). Fiir groflere Konditionszahlen explodiert die iterative Reorthogonali-
sierung fiir kleinen Rang k der Rk-Blocke, ergibt jedoch gute Approximationen
fiir grofere k (siehe Abbildung 3.20 (Mitte und unten)). Fiir Konditionszahlen
nahe 10® liegt schlieBlich fiir einige H-Matrizen Explosion fiir jeden Rang k
kleiner als die Dimension der Rk-Blocke vor. Man beachte, dass fiir solche Kon-
ditionszahlen die Matrix AT %y A, deren Cholesky-Zerlegung berechnet werden
soll, bei doppelter Rechengenauigkeit numerisch singular wird!
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=2, k=2p__+ =2, k=2p _+

. dp=2, k Zpe" 2 . op=2, k 2pe" 2
10 : - 10 T
___ rel. Fehler des H-Fakmvsq,‘ ___ rel. Fehler des H-Faklms&
rel. Rueckwaenﬂehlevvnn&‘

rel. Fehler
g,
rel. Fehler

10° 10°
# Unbekannte N # Unbekannte N

Abbildung 3.19: Relativer Fehler und relativer Riickwirtsfehler der H-Faktoren
Q3 (links) und Ry (rechts) der H-QR-Zerlegung von A;, vor und nach einer
Reorthogonalisierung in | - | mit 6p = 2 und Rang k = 2pcss + 2.

3.4.7.3 'H-Polarzerlegung

Nachdem der Erfolg von Algorithmus 3.5 fiir die approximative @) R-Zerlegung
empfindlich von k(A)? (der Kondition der Cholesky-Zerlegung) abhingt, liegt
es nahe, vor der eigentlichen () R-Zerlegung irgendeine H R-Zerlegung A = HR
mit xK(H) < k(A) durchzufithren und dann erst die QR-Zerlegung von H
vorzunehmen.

Betrachten wir zun#chst den Spezialfall symmetrisch positiv definiter
‘H-Matrizen: Fiir symmetrisch positiv definites A ldsst sich sofort die Cholesky-
Zerlegung A = LLT durchfithren und anschlieBend die QR-Zerlegung von
L mittels unseres Algorithmus berechnen. Wegen (L) = 4/k(A) erhalten
wir dadurch eine Reduktion der Kondition von x(A4)? auf die Quadratwurzel
k(A) = k(L)2.

Verallgemeinerung:

Man berechne zunichst die H-Polarzerlegung der nichtsinguldren Matrix A
A=QM

mit der eindeutigen symmetrisch positiv definiten Quadratwurzel M von AT A
und einer orthogonalen Matrix () mittels Highams Methode in H-Arithmetik
in O(Nlog? N) Operationen:
Die durch

By=A,

By =1 (%BZ- + %B;T) ,i=0,1,...

definierte Folge von Matrizen B; konvergiert quadratisch gegen @), wobei ~;
geeignete Skalare zur Konvergenzbeschleunigung sind (siehe [27]). Nach Higham
reichen i. Allg. 5 bis 6 Iterationen aus.

Nach erfolgter Berechnung von Q setze man M = QT A sowie M = %(M +M ),
um die Symmetrie von M zu gewéhrleisten.
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Abbildung 3.20: Relativer Fehler der H-Faktoren Q% (links) und Ry (rechts)
der H-QR-Zerlegung von Ay, (oben), A2 (Mitte) und A3 (unten) und relativer
Riickwiértsfehler von @y (links) und von Ry (rechts) vor und nach einer Reor-
thogonalisierung sowie relativer Fehler der bestmoglichen H-Approximation an
die Faktoren @ (links) und R (rechts) der exakten () R-Zerlegung von Ay, (oben),
A? (Mitte) und A3 (unten) in || - || .

76



Damit ergibt sich folgender Algorithmus:
Algorithmus 3.6 (H-QR-Zerlegung nach H-Polarzerlegung)

1. Berechne die H-Polarzerlegung und H-Cholesky-Zerlegung A = QM =
QLLT.

2. Berechne die H-QR-Zerlegung L = Q'R’ nach Algorithmus 3.5 (evtl. mit
Reorthogonalisierung von Q).

3. Bilde die H-Produkte A = (Q 3 Q")(R %y LT).

Wegen k(A) = k(M) = k(L)? erhalten wir eine Reduktion der Kondition auf
deren Quadratwurzel wie im obigen Spezialfall symmetrisch positiv definiter
‘H-Matrizen.

Dieser Algorithmus besitzt immer noch die Komplexitit O(N log® N), wobei die
Konstante in fithrender Ordnung allerdings von der Anzahl der Iterationen in
Highams Algorithmus und von der Anzahl der Reorthogonalisierungen abhéngt.

In Abbildung 3.21 sind die Ergebnisse fiir die H-QR-Zerlegung von A7 mit
vorangestellter H-Polarzerlegung dargestellt: Der Vergleich mit Abbildung 3.20
(Mitte) (H-QR-Zerlegung von A? ohne H-Polarzerlegung) lisst erkennen, dass
mit vorangehender H-Polarzerlegung zum einen mittels Algorithmus 3.5 bereits
fiir kleineren Rang k gute Approximationen erzielt werden kénnen und zum
anderen eine nachfolgende Reorthogonalisierung fast iiberfliissig wird.

(2 K - =902 Rn= —
N=20°, 8p=2, p_ =2 N=20, 8p=2, p =2

— rel. Fehler des H-Faktors Q, H — rel. Fehler des H-Faktors R
rel. Rueckwaertsfehler von Q B rel. Rueckwaertsfehler von R
= rel.Fehler von Q, nach 1 Reorth 0 = rel. Fehler von R, nach 1 Reorth

s -
U 111 rel. Rueckwaertsfehler von Q, nach 1 Reorth. - 11, Tel. Rueckvaeftsfehler von R nach 1 Reorth,

— - rel. Fehler der opi : — - rel. Fehler der

rel. Fehler
rel. Fehler

P T T S T T
Abbildung 3.21: Relativer Fehler der H-Faktoren Q% (links) und Ry (rechts)
der H-Q R-Zerlegung von Ai und relativer Riickwértsfehler von Q3 (links) und
von Ry (rechts) vor und nach einer Reorthogonalisierung, wobei vor der H-Q R-
Zerlegung eine H-Polarzerlegung durchgefiihrt wurde, sowie relativer Fehler der
bestmoglichen H-Approximation an die Faktoren @ (links) und R (rechts) der
exakten QR-Zerlegung von A? in || - ||p.

Beobachtung: Eine neuerliche Explosion der Reorthogonalisierung trotz
vorangestellter H-Polarzerlegung liegt — wie schon vorhin — an der fiir die
‘H-Cholesky-Zerlegung in Algorithmus 3.5 zu groflien Kondition der Ausgangs-
matrix.
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3.4.7.4 Zusammenfassung

e In den Kapiteln 3.4.5, 3.4.6 und 3.4.7 wurden die hierarchische Cholesky-
und LDL"-Zerlegung sowie ein Verfahren zur Berechnung einer hierar-
chischen QR-Zerlegung in O(N log? N ) Operationen entwickelt.

e Die Approximationsgiite der Faktoren der jeweiligen Zerlegungen einer
‘H-Matrix A ist abhéngig von deren Kondition x(A).

e Fiir nicht allzu grofie Konditionszahlen x(A) ist eine Reorthogonalisierung
von @y der QQR-Zerlegung moglich.

e Die Kondition der H-QR-Zerlegung aus Algortithmus 3.5 kann durch
vorangestellte H-Polarzerlegung (entfillt fiir symmetrisch positiv definite
Matrizen) auf deren Quadratwurzel reduziert werden.
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Kapitel 4

Transzendente
Matrixfunktionen in

H-Arithmetik

Gavrilyuk, Hackbusch und Khoromskij haben in [14] gezeigt, wie die Matrixex-
ponentialfunktion exp(—tM, 1Ah) mittels hierarchischer Matrizen approximiert
werden kann. Diese Matrixfunktion resultiert aus der Projektion der paraboli-
schen Differentialgleichung

U+ Au = f, u(0) =wup (4.1)

in einem Gebiet (0,7") x £ mit der Losung

w(t) = exp(—tA) ug + / exp(—(t — s)A)f(s)ds (4.2)
0

(siehe [14]) auf Finite Elemente:
up, + Azpuh = fh, uh(O) = Up0. (4.3)
Die Darstellung von (4.3) in der Knotenbasis lautet
My, + Apuy, = Mpfy, uh(O) = Uy, (4.4)

und dessen zugehoriger Losungsoperator exp(—tM, 1Ah) wird durch das
Dunford-Taylor-Integral dargestellt und dann in H-Arithmetik approximiert.

In [15] wurde von denselben Autoren die elliptische Differentialgleichung
Ugy — Au = —f(x), u(0) = up,u(l) =uy (4.5)

in einem Gebiet 2 x (0,1) mittels hierarchischer Matrizen gelést. Die Losung
von (4.5) lautet

1
u(z) = E(z; A)uy + E(1 —z; A) u0+/G x,s; A)f(s)ds (4.6)
0
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mit dem Lésungsoperator
E(zx) = E(x; A) := sinh ! (v/A) sinh(zV/A) (4.7)
der elliptischen Differentialgleichung
25
dz?
und der Greenschen Funktion G(x,s; A) des Problems (4.5) (siehe [15]),
die durch E(z;A) darstellbar ist. Der operatorwertige normalisierte Sinus

hyperbolicus E(z; A) des elliptischen Operators A wird nach Darstellung durch
das Dunford-Taylor-Integral wiederum durch H-Matrizen approximiert.

—AE=0, E(0)=0,E(1) =1 (4.8)

Gavrilyuk und Makarov haben in [10] und [13] explizite Losungsformeln fiir die
homogene Wellengleichung

i+ Au =0, u(0) = ug,u(0) = g (4.9)

— womit wir schliellich bei den hyperbolischen Differentialgleichungen ange-
langt wéren — in geschlossener Form angegeben durch Darstellung des Co-
sinusoperators cos(tv/A) und des Sinusoperators sin(ty/A) durch die Cayley-
Transformation:

u(t) = cos(tVA)ug + Az sin(tv/A) g

= % 2_:0 (L (t) = Lyp_1(t)) (un — ) (4.10)

mit 6 < 1, den Laguerre-Polynomen L, (t) und Vektoren u,, und 1,, die mittels
geeigneter Drei-Term-Rekursionen ohne explizite Kenntnis von v/A berechenbar
sind.

Dann ist die exakte Losung (4.10) von (4.9) durch die abgeschnittene Summe

N
uN(t) = e " (Ln(t) = Ln-1(t)) (un — i) (4.11)
n=0

approximierbar, wobei vV (¢) nur mit polynomialer Konvergenzgeschwindigkeit
gegen u(t) strebt und die Approximationsgiite zudem von der Regularitéit der
Anfangsdaten abhéngt.

Nachdem nun die abgeschnittenen Summen aus (4.11) gerade die (N, N)-
Padé-Approximationen der entsprechenden oszillatorischen Matrixfunktionen
darstellen (siehe [2, Theorem 2.1]), ist diese Methode fiir grofie Wellenge-
schwindigkeiten ¢ und nur stetige lineare FE vollig ungeeignet.

Unser Ziel ist nun die Losung der hyperbolischen Differentialgleichung
i+ 2 Au = f, u(0) = ug,u(0) = 1 (4.12)

im Gebiet Q x (0,7) mit Q = (0,1)? und ¢ > 1.
Wir haben in Abschnitt 2.1 die kontinuierliche Wellengleichung (4.12) im Ort
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auf Finite Elemente projiziert und in Abschnitt 2.5 die resultierende ODE in
der Zeit mittels des exponentiellen Gautschi-Verfahrens diskretisiert.
Um die dadurch erhaltene Drei-Term-Rekursion in der Knotendarstellung

zu l6sen, werden die transzendenten Matrixfunktionen cos(rcy/ M, 1Ah),
PY(r2cEM, T Ap) und o (722 M, 1 Ay) bendtigt.

Die Berechnung von Matrixfunktion-Vektor-Produkten mit den obigen Ma-
trixfunktionen durch Krylovraummethoden unterliegt der Beschrinkung von
7 durch h und ¢! (siehe 3.1). Daher lautet unser Ziel im Folgenden, die
Matrixfunktionen selbst mittels H-Matrizen zu approximieren.

Wir werden zun#chst in Abschnitt 4.1 eine Duplikationsstrategie verfolgen,
némlich die Berechnung der Matrixfunktion eines gegebenen Arguments jeweils
rekursiv aus derselben Matrixfunktion des halben Arguments unter Anwendung
der Additionstheoreme fiir trigonometrische Funktionen. Dabei werden wir auf-
zeigen, dass die Duplikationsstrategie schlecht konditioniert ist und dariiberhin-
aus feststellen, dass bestimmte oszillatorische Matrixfunktionen gar nicht durch
‘H-Matrizen approximierbar sind.

In Abschnitt 4.2 werden wir dafiir einen heuristischen Beweis fiir die 1D Matrix-
Sinusfunktion und -Cosinusfunktion geben, der sich auf den Fall der entspre-
chenden 2D Matrixfunktionen verallgemeinern ldsst, indem wir die Kondition
samtlicher Matrixblocke nach oben beschridnken. Daraus ldsst sich ndmlich so-
fort auf die Nichtapproximierbarkeit dieser Matrixblocke durch Niedrigrang-
Matrizen schlielen.

Die Nichtapproximierbarkeit durch H-Matrizen wird schliellich noch durch
einen Blick auf die zu den oszillatorischen Matrixfunktionen gehérigen Inte-
gralkerne verdeutlicht. Diese zeichnen ndmlich fiir die H-Approximierbarkeit
der Inversen der Steifigkeitsmatrix verantwortlich (siehe [20, Seite 6])!

In Abschnitt 4.3 werden wir eine neue Methode entwickeln, um Eigenpaare der
Matrix M, 1 A;, mit fast linearem Aufwand zu berechnen. Diese spielt sowohl in
der Konstruktion von Niedrigrang-Approximationen an bestimmte Matrixfunk-
tionen im darauffolgenden Abschnitt als auch bei der Losung der 2D Wellen-
gleichung durch Spektralzerlegung von M, L Aj, in Kapitel 5 eine zentrale Rolle.
Analog zu den Eigenwerten und Eigenvektoren lassen sich auch die Singulér-
werte und Singuldrvektoren von M, L A;, mit fast linearem Aufwand berechnen.

In Abschnitt 4.4 werden wir dann unser Ziel, die Approximation transzenden-
ter Matrixfunktionen unter Verwendung von H-Matrizen, fiir eine bestimmte
Klasse von Matrixfunktionen erreichen: Alle Matrizen mit geniigend raschem
Abklingverhalten der Singuldrwerte lassen sich durch Niedrigrang-Matrizen
approximieren. Des Weiteren kénnen hervorragende Fehlerschétzer fiir diese
Niedrigrang-Approximationen angegeben werden.

Zum Abschluss des Kapitels wird in Abschnitt 4.5 die Exponentialfunktion des
Laplace-Operators durch Niedrigrang-Matrizen gendhert. Dabei stellt sich her-
aus, dass fiir geniigend grofle Zeiten bereits eine Rang-1-Matrix (!) fiir hohe
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Approximationsgenauigkeit ausreicht.
4.1 Berechnung von Matrixfunktionen mittels Du-
plikation der Argumente

4.1.1 Duplikation in H-Arithmetik

Wir verwenden im Folgenden den Potenzreihenkalkiil
F(A) = aAF
k=0

zur Berechnung einer Matrixfunktion f(A), wobei f eine ganze Funktion sei.
Wir betrachten nun exemplarisch die Matrixfunktion o (r2c2M h 1Ah).

Die ganze Funktion
sin iz ? 1
9 5 —cosx
o(xz®) = ( T ) =2———

533

besitzt die aus der Cosinusreihe abgeleitete Taylorentwicklung

[e 9]

2 2 2 2

2 Z k 2k 2 4 6
o () ‘ (_1)(2197 —1—2)'96 1_Ix+&x_§x T
=0
mit dem Abbrechfehler
2 k 2k 2n+2
— PRy [ L — S —
o(a) k:o( ) (2k + 2)!33 (2n +4)! v

fiir (&) monoton fallend nach dem Leibnizschen Konvergenzkriterium
22! ) pem,
fiir alternierende Reihen.

Das Argument 72¢2M h L A, besitzt die Spektralnorm

||7'202M,;1Ah\|2 = 7220(h%) = P O(N)
(siehe Abschnitt 3.1), weshalb zur Berechnung von o (72c2M, ' A) mittels obi-
ger Taylorreihe fiir groffle N und c viel zu viele Glieder notwendig wiren.

Daher wihlen wir die folgende Vorgehensweise zur Berechnung von
o(r2c2 M, ' Ap) in drei Schritten:
Algorithmus 4.1 (Duplikation in H-Arithmetik)

1. Skalierung des Arguments T2C2M}:1Ah mit 47!, 1 € INg, so dass
H4*l7-2<:2Mh*1AhH2 < % Daraus folgt
4t~ 722N =
I ~ log(T2c*N) =
I ~log(r%c?) +log N
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2. Kurze Taylorentwicklung von 0(4_l7'202Mh_1Ah) in H-Arithmetik.
3. 1 Duplikationsschritte
o472 M T AR) — o(4THP2 M AL) —
— o — o(T2EM; T A)
in H-Arithmetik.

Der Duplikationsalgorithmus fiir o(z?) lautet
2 2 L o o
o(4z®) = o(z?) <1 — 1% o(z )> . (4.13)

Da er fiir groBe Argumente z? instabil wird, verwenden wir stattdessen das
dquivalente stabile System

o(42?) = o(2?) (1 — sin?(32))

sin?(24z) = 4 sin?(3z) (1 — sin?(1z))

(4.14)

mit sin?(z) = 1 220(2?) als Startwert neben o(z?).

Man beachte, dass beide Varianten (4.13) und (4.14) je eine H-Matrix-
Skalierung, eine H-Matrix-Subtraktion von der Einheitsmatrix und zwei H-
Matrix-Multiplikationen benétigen und somit gleich aufwendig sind. Die Kom-
plexitiit eines Duplikationsschrittes beliuft sich also auf O(N log? N), jene zur
Berechnung von O'(T202Mh_1Ah) wegen | ~ log N + log(7%c?) insgesamt auf
O(Nlog? N(log N + log(7%c?))).

Schitzung der Spektralnorm von M, LA,

Um [ mit \|4_17202M}L_1Ah||2 < 1 zu bestimmen, muss eine Schétzung von
| M, ! Ap|2 vorliegen. Diese kann man sich wie folgt verschaffen:

Es ist ||Mh_1Ah||2 = O(N) = O(n?) und HMh_lAhHF = O(n3). Durch Beobach-
tung des Konvergenzverhaltens der Differenz ”n# - 2% lasst sich || M, ' Ap||2
durch ||M, ' A | F mit fast linearem Aufwand (O(N log N) flops fiir die Berech-
nung von || M, ' A,||r) bis auf einen relativen Fehler kleiner als 1§ abschitzen,
und das reicht fiir die Bestimmung von [ allemal.

4.1.2 Fehleranalyse des Duplikationsalgorithmus

Sei Oy := thln x1 Ay, die H-Approximation an die exakte Matrix C' := Mh_lAh
und ||AC| eine Schitzung fiir den absoluten Fehler (zur approximierten Arith-
metik samt Fehlerschitzung in der Frobeniusnorm siehe Abschnitt 3.4). Dieser

Fehler setzt sich zusammen aus dem transportierten Fehler der H-Invertierung
M, 1% und dem ‘H-Multiplikationsfehler von M, W wp Ap,.

Berechnung der Startmatrizen fiir die Duplikation:

Nach erfolgter Skalierung von 72c¢2Cyy auf By := 47'72c2Cy mit || Byl2 < %
wird das n-te Taylorpolynom von o(Bj) mittels Hornerschema in H-Arithmetik
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berechnet. Dabei reichen i. Allg. n = 3 oder 4 Glieder.
Fiir diese H-Approximation
on(Br) = 087 (By) = col + 1By s3¢ (I + caByg s3 (- 3¢ (I + cnBrg) -+ )
an o(B) gilt dann
[Ac(B)||

= |lon(Bn) —o(B)]

= |10} (By) — 0™ (By) + 0™ (By) — 0™ (B) + 0™ (B) — o(B)||
oSy (Br) — o™ (By)| + o™ (By) — o™ (B)| + o™ (B) — o(B)|I.

IN

Dabei bezeichnet der erste Term in obiger Ungleichung den akkumulierten
‘H-Fehler des Taylorpolynoms bei exaktem Input By, der zweite Term den
verstirkten Eingabefehler ||AB|| und der dritte Term den Abbrechfehler der
Taylorreihe von o.

Fiir den ersten Term gilt

lofs) (Br) — o™ (Br)|
= leu| - [|1Br s (I + c2Brsw (-+)) = By - (I + 2By - (---))|
= el [Br*n (I +c2Bp*p (-+)) = Br- (I +c2Brsp (--+)) +
By -(I4+coBy*xpn () =By (I+coBp- ()l
lex] - (| Ba s (I + caBrxw (--+)) = Ba - (I + coByys ()| +
lex] - | Byl - lea| - [| By #a¢ (I + esBrxw (-++)) — By - (I + e3Byg - () |l-
Der ‘H-Fehler des n-ten H-Taylorpolynoms lésst sich also rekursiv auf die reinen

‘H-Fehler der n — 1 H-Matrix-Multiplikationen im Hornerschema zuriickspielen.
Fiir den transportierten Eingabefehler gilt unterdessen

IN

lo™ (By) =™ (B)|| = Ky (B)-||Bx — Bl
~ lal-|AB]|
wegen
Fom (B) = o™ (B)]| = || 5=y kex B

IN

Sk Klewl| BIF & e

mit [e1| = .

Die H-Matrix

. 1 1
Sm%—{(i\/ By) = 3 Br *n on(Br)
erhilt man nun durch eine H-Matrix-Multiplikation mit anschlieender Skalie-

rung. Der Fehler
1 1 1
A sin(GVB) | = || sind, (5 v/Br) — sin? (5 V)|
lasst sich analog zu vorhin aus dem H-Multiplikationsfehler und den transpor-

tierten Eingabefehlern ableiten.
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Somit liegen uns die H-Matrizen o (By) und sin3,(3+/By) samt der Schit-

zungen fiir die Fehler Ag(B) und Asin?(3vB) in der Frobeniusnorm vor,

und wir kénnen uns nun der Betrachtung eines Duplikationsschrittes zuwenden.
Untersuchung eines Duplikationsschrittes:
Wir suchen den Gesamtfehler |0y (4Bx) — 0(4B)|| nach einer Duplikation. Mit
o(4x?) B o(z?) (1 —sin?(1z))
sin?(24z) 4 sin?(32) (1 — sin®(32)) (4.15)
= f (O’(.QZZ),SHIQ(%JZ)) = f (o,sin?)
ist
JH(4 By) — 0(4 B)
smH(2 vVBy) — sin? 1\/_
[ rssindy) —  (osin?)| <
17 (o7, siny) = f (o2, sing)) || + [|f (o, siny) = f (o,sin) ]

(4.16)

Der erste Fehleranteil entspricht dem H-Fehler bei exaktem Input, das ist der
durch die beiden approximierten H-Multiplikationen einer Duplikation verur-
sachte Fehler. Der zweite Fehleranteil ist der durch die Kondition der Funk-
tion f verstiarkte Eingabefehler.

Df <a(m2),sin2(%$)> = ( COSQO(% g 4(1 —_2Uiimr122)(la:)) >

2

Mit

ergeben sich somit die transportierten Eingabefehler in linearer Ndherung zu

1f1 (om,sin3;) — fi (o,sin?) || <
| cos?(5VB)|| o (Bx) — o(B)|| + (4.17)
lo(B)| || sin?,(3v/B) — sin®(3VB)||
und
Il f2 (JH,sin%{) (

o,sin?) || <
4| cos(VB)|| ||SlHH( %\/—) — sin2(25v/B)]|. (4.18)

Fiir die H-Fehler bei exaktem Input o(B3) und sin%(%\/m) erhalten wir
schliefllich L, iy
| fire (o4, 8ind,) — f1 (o3, 8in3,) || =

low(B) 3¢ (I — sin3;(3v/Br)) — (4.19)
o1 (By) - (I —sing (3v/By))||

und
| fore (0H7Sin${) f2 (UH,SIH%) | =
(

\
4 [ sing (33/Bre) s (I — siny(3V/Brn)) - (4.20)
Sin’}-[(%\/ ) - (1 _SIHH(%VB'H))Ha
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wobei die rechts stehenden Differenzen den jeweiligen H-Multiplikationsfehlern
bei exaktem Input entsprechen.

Fazit: Von einem Duplikationsschritt zum néchsten ist wegen (4.18) und
(4.20) mit einer Vervierfachung des jeweils resultierenden absoluten Fehlers
lo3¢(47 Byy) — 0(4/B)||, 1 < j <1, zu rechnen.

Nachdem die Norm ||o7;(4/ By)|| nicht mit einem Faktor 4 mitwiichst sondern
beschrénkt bleibt, ist dieselbe Entwicklung auch fiir den relativen Fehler
o3¢ (4’ Byy) —o (4’ B)|

To@ B , 1 <j <, zu erwarten.

Beobachtung in der Praxis: Die durchgefithrten numerischen Berechnungen
bestétigen die angestellte Vermutung vollauf; es ist teilweise sogar ein deutlich
groferer Fehlerzuwachs zu beobachten (siehe Abbildung 4.1). Die Duplikations-
methoden fiir die Matrixfunktionen cosy;(v/Bz) und 13 (By) besitzen ein véllig
analoges Fehlerverstarkungsverhalten.

_an2 _ _ -
N=30, 8p=2, =2, k=5

T T 7 T
— rel. Fehler vong, (t° ¢’ M;*A )
_ _ mitlaufende Fehlerschaetzung von cH(rZ & M;l An) -

rel. Fehler der bestmoeglichen H-Approximation an c(rZ ¢ M;l Ah) -7

rel. Fehler
15

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
# Duplikationen

Abbildung 4.1: Relativer Fehler und mitlaufende Fehlerschéitzung der dupli-
zierten H-Matrix o3((72c2M; ' A},) sowie relativer Fehler der bestmoglichen H-
Approximation an die exakte Matrix O'(T2(32Mh_1Ah) in|-|g.

Dabei dominiert bei den ersten Duplikationen der Fehlertransport ge-
geniiber den in den H-Multiplikationen neu entstehenden H-Fehlern. Ab
|72c2M, L Aplls Z 7% wird dann der ‘H-Fehler der H-Multiplikationen grofer
als der mit einem Faktor 4 verstéirkte transportierte Fehler.

Dies lédsst die Frage aufkommen, ob die transzendenten Matrixfunktionen

cos(tey/ M, P Ay) bzw. sin(re\/ M, 1 Ay), ¥(r22 M, 1 Ay) und o(t2c2 M, P Ap)
iiberhaupt durch H-Matrizen approximierbar sind!
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Um dies nachzupriifen, berechnen wir zunéchst die exakten Matrizen

O’(T202Mh_1Ah), Q,[)(T202Mh_1Ah) und cos(Tc\/Mh_lAh) mit Ay, und M, in
‘H-Gestalt und dann die jeweiligen Bestapproximationen O'fl;_?St(TQCQM,; 1A,
Pest(r2e2 M, P Ay) und cosb$®t(tey/ M, P Ap) in der Menge aller H-Matrizen,
indem wir all jene Teilblocke der exakten Matrixfunktionen, die in einer H-

Matrix Rk-Blocken entsprechen, auf den geforderten Rang kiirzen.

In den Abbildungen 4.2 und 4.3 ist der relative Fehler dieser Bestapproxima-
tionen fiir N = 322 und 7¢ = 107!, 10° und 10" iiber dem Rang der Rk-Blscke
aufgetragen.

292 5. — =292 5o —
N=32, 3p=2, p,=3 N=32", 8p=2, p, (=3

rel. Fehler der H-Bestapproximation an o(t® ¢> M;* A )
rel. Fehler der H—-Bestapproximation an l]J(IZ 2 M;l Ah)
B

Abbildung 4.2: Relativer Fehler der bestmoglichen H-Approximation an die
exakte Matrixfunktion o(72c2M,; ' Ay,) (links) und ¢ (72c2M, ' Ay) (rechts) in
| - ||lF fiir 7¢ = 1071,10° und 10

N=322, p=2, P3 N=322, 5p=2, Pyi3

rel. Fehler der H-Bestapproximation an cos(t ¢ Qn)
rel. Fehler der H-Bestapproximation an sin(t ¢ Q)

Abbildung 4.3: Relativer Fehler der bestmoglichen H-Approximation an die
exakte Matrixfunktion cos(7¢ ) (links) und sin(7¢Qp) (rechts) in || - || fur
Te=1071,10° und 10!, wobei Q), = 1/ M, ' A, ist.

Die Ergebnisse in den Abbildungen 4.2 und 4.3 deuten darauf hin, dass die
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Matrixfunktionen 0'(7'202M}L_1Ah), @b(Tzcth_lAh) und COS(TC\/Mh_lAh) bzw.

sin(rey/ M, P Ap) fiir [|[72¢2 M, t Ayll2 Z 72 nicht mehr durch H-Matrizen dar-
stellbar sind.

4.2 ‘H-Darstellbarkeit von Matrixfunktionen

Unser Ziel ist es nun zu zeigen, dass die Matrixfunktionen cos(rcy/M,; ' Ap)

bzw. sin(rcy/ M, ' Ap) nicht mittels H-Matrizen approximiert werden konnen.

Auf die Matrixfunktionen o(12c2M, ' A;,) und (722 M, * A;) werden wir dann
spéter separat eingehen.

4.2.1 Der 1D Fall

Wir betrachten zunéchst der Einfachheit halber den 1D Fall. Dazu unter-
teilen wir das Einheitsintervall Q@ = (0,1) in n + 1 dquidistante Teilinter-
valle (z;,xiy1), ;i = th, 0 < i < n, h = n%rl, und verwenden stiick-
weise lineare C°-Funktionen auf €2, welche wir in der iiblichen Knotenbasis
{phyn,, h(x;) = 6i, 1<i,j <n, darstellen.

=1

h
K—A

-
‘ T T T T T T T T T T T T T T T ‘
0 1
Abbildung 4.4: Aquidistante Unterteilung von Q = (0,1)
Die 1D ‘H-Matrizen bzgl. obiger Diskretisierung haben die rekursive 2 x 2-

Ol —
«— | O

Blockgestalt O =

mit — und « wie in Abschnitt 3.3.1 (siehe [19]).

4.2.1.1 Eigenwerte und Eigenvektoren des 1D Laplace-Operators
Die zum 1D Laplace-Operator gehorige Steifigkeitsmatrix Aj bzgl. der nodalen

Basisfunktionen @b?, 1 < i < n, hat die Form
2 -1

-1

1 S
Ay =~
" h ’
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die zugehorige Massenmatrix My, ergibt sich zu

4 1
1

s
I
o>

|

1 4
Man beachte, dass die Darstellungen von A und M} als H-Matrizen exakt
sind.

Die Eigenwerte (EW) von Aj, lauten bekanntermafien

2
)\kzﬁ(l—cos (nTl))’ 1<k<n, (4.21)

die zugehorigen normierten Eigenvektoren (EV)

2 ik 2
v = (”n—l—lsm (7;_:'1)) | = ( n+1sin (iak)> | (4.22)
1<i<n 1<i<n

mit o = nk—fl
Damit ldsst sich unter Ausnutzung der Beziehung M; — hl = —%hQAh sofort

das verallgemeinerte Eigenwertproblem
Ap¥y = NeMp¥y, 1<k <n,

: 120 )
- — cos ag,

A = — 4.23

b h?1— %(1 — cos o) (4.23)

und

16sen. (S\k, Vi), 1 <k <mn, bilden also die Eigenpaare der Matrix M{lAh.
Mit v Rechts-EV (REV) von M,;lAh zum EW ), ergibt sich sofort Gy = M), vy,
fiir den zugehorigen Links-EV (LEV) @i, denn
ﬁgM;:lAh = S\kﬁg <
(My¥1)" M YA = Ay, (M)t = (4.25)
ApVy = N Mpvi.
Man beachte, dass 5\k = (1 + %k27r2h2) k272 fiir h — 0 ist (Die 5\k konvergieren
natiirlich fiir h — 0 gegen die EW k272 des 1D Laplace-Operators).
Fiir den groBten EW X, von M, ' A4, folgt aus (4.23) im Limes h — 0

.22
A = ———n®=12n% (4.26)
1—1-2
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4.2.1.2 H-Darstellbarkeit von 1D Matrixfunktionen

Sei also M, 14, = VDVT mit der symmetrischen orthogonalen Matrix V =
[Vi,...,Vy] und der Diagonalmatrix D = diag(dy,...,d,) mitd; = X;, 1 <3<
n. Damit ldsst sich fiir jedes stetige f

FM A = VD)W mit f(D) = diag(f(dr),. .-, f(dn))

T
Vi
= [vi,...,vy] -diag(f(d1),..., f(dn)) - :
\a
n
k=1
als Summe von n Rang-1-Matrizen schreiben.
Fiir jeden Block b;; von f(ijlAh) gilt nun
n
by = (F(My ' An)) iy<ici, = D f(di) vivi” (4.28)
J1<3<Ja =1
Vi k /Ujlk
mit v}C = : und vy, = : , und wegen der Symmetrie von V'
Vigk /szk
Vi
le = f(D) : [VJ17 7VJ2]
vl

Theorem 4.2 (Nicht-H-Darstellbarkeit von cos(rc ) und sin(rc€y,))

Die oszillatorischen Matrizfunktionen cos(tey/ M, ' Ap) und sin(rey/ M, ' Ap)
sind fiir geeignet gewdhltes T nicht durch H-Matrizen approximierbar.

Beweis: Wir wollen zeigen, dass b;; = (COS(TC\/ M, 1Ah) durch keine
i1 <1<t
A<i<i
Rang-k-Matrix kleinen Ranges approximierbar ist.
(Fiir sin anstelle von cos wird exakt analog vorgegangen.)

Aus k(by;) = Z:":‘((Zl‘j)) klein mit omax (bsj) und omin(bsj) den groften und kleinsten

Singuldrwerten von b;; folgt sofort die Nichtapproximierbarkeit durch eine Rk-
Matrix kleinen Ranges.

Sei bj; € IR™™. Dann gilt die grobe Abschitzung
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Omac(bij) =/ Amax(bbyy) = max e = max [byx]lz
lIxll2=1
T
Vi1
= max ||| i | -cos(revD): [V Vi X o
2=t Vg; Norm 1
Vi
= max ||| : | -cos(revVD)y ||z
y6<"j1 """ VJ2> T SN— —
llyll2=1 Viz Norm <1
1

IA
I
<

2

wobel im letzten Schritt

[viw] = cos <(vi,w)| [villz [wll2 <1
—— ——

=1 <1

fiiri; <i<igound w = COS(TC\/E)y mit [|y||2 = 1 benutzt wurde.

Weiter ist
. xTbL b x .
O'min(bij) = )‘min(bij_;bij) = 21;2)1 x;{x = xIellﬂiIT}L HbinHg
lxll2=1
T
Vi
= i | 5| eos(reVD) ane Vil xl
lIxll2=1 Vig Norm 1
T
Vi
= min I : -cos(tev/ D)yl >C >0
ye(vj1 ..... vj2>, T
lylla=1 Vi,

fiir geeignet gewéhltes 7:
7 ldsst sich nédmlich so wihlen, dass die n Zahlen cos(Tcy/d;), 1 < i < n, einiger-
maflen zuféllig und gleichméBig im Intervall [—1, 1] verteilt werden. Damit besit-

zen alle Vektoren w = cos(1ev/ D)y mit y = [vj,,...,Vj]X € (vj,...,Vj,) C

IR™ und |ly|l2 = 1 auch nicht-vernachlissighare Komponenten a; = vIw in
Oéil

Richtung v;, i1 < i < i, so dass schliefllich : > C' unabhingig von
OéiQ 9

x € R™, ||x||2 = 1, folgt. Man beachte, dass es hier neben der gleichméfigen
Verteilung der ,Diagonalelemente® cos(rcy/d;), 1 < i < m, auch wesentlich auf
die Gestalt der orthonormalen Vektoren v;,,...,v;, ankommt. V' = I, d.h. eine
transzendente Matrixfunktion einer Diagonalmatrix selbst, ist natiirlich wieder-
um eine Diagonalmatrix und somit trivialerweise stets eine exakte H-Matrix.

Wegen r(bs;) = % < CW1 darf also kein einziger Singulirwert von bi;
abgeschnitten werden, :)hne groferen Informationsverlust zu erleiden. O
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Wir wenden uns nun den Matrixfunktionen o(72¢M, ' 4;) und ¢ (72c2 M, ' Ap,)
zu. Wegen

o(r?*EM; T Ap) = Vo(r2D)VT (4.29)
und der Orthogonalitét von V' entspricht (4.29) bereits der Singulidrwertzerle-
gung von o(12c2M; ' Ap,), womit

lo(r My Ap)le = || - o(r2cdy)? = sin(grevidi)t

2.2 2
T2C d
k=1 k=1 k

n

gilt. Analog folgt fiir 1/1(7'202M,;1Ah)

[6(2EM A = || S (e = = | 3 THEVE) sin ch
k=1

k=1

Die Matrizen o(r2¢> M, ' Ap) und (722 M, ' A;) sind also fiir n >> 1 je nach
gewiinschter Genauigkeit durch Rang-k-Matrizen groflen Ranges ,,approximier-
bar“ und daher auch als H-Matrizen (mit hochstens diesem Rang in den einzel-
nen Rk-Blocken) ,darstellbar®. Numerische Beispiele analog zu jenen in Abbil-
dung 4.2 haben jedoch gezeigt, dass dieser Rang in der Praxis viel zu grof ist. Er
belduft sich je nach gewéhlter Approximationsgiite fiir grofle Werte von 7¢ auf
mehrere Zehnerpotenzen, weshalb wohl kaum von H-Darstellbarkeit gesprochen
werden kann. Zu H-Matrizen gehoren nédmlich per definitionem Niedrigrang-
Matrizen in den Rk-Blocken.

Dass die den Laplace-Operator darstellende Matrix M, L A, - sie besitzt ein ana-
loges abklingendes Verhalten der Singuldrwerte — hingegen schon als H-Matrix
darstellbar ist, liegt wohl daran, dass die den Singulirwerten von o(72c?M, h 1Ah)
und (722 M, ' A;) innewohnende Information iiber die hochfrequenten Oszil-
lationen in den Auflerdiagonalblécken nicht auf einige wenige Singuldrwerte
beschrankbar ist.

4.2.1.3 Gewichtete 1D Matrixfunktionen

Wir betrachten jetzt statt der Matrixfunktion o(72c?M; 'Ay,) die gewichtete
Matrixfunktion U(T262M}L_1Ah) (Mh_lAh)_q fiir ¢ € IN. Dann ist

4 i sin(37ey/dy)

2 2n7—1 “1A,)" =
lo(r=e" M, Ap) (M, An)~*llF = =5 2T

Fir ¢ = 3 oder 4 lisst sich nun o(72c?M; ' Ap) (M, 'A;)~7 bereits
durch Niedrigrang-Matrizen gut approximieren und ist somit als H-
Matrix darstellbar. Dasselbe gilt auch fiir die gewichteten Matrixfunk-

tionen  (r22M;  Ay) (M )71, cos(rey/M; Ay (M A0 umd

sin(rey/ M, P Ap) (M, 1 Ap) 1
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Fazit: Die  Matrixfunktionen  cos(7cy/ Mh_lAh), sin(7cy/ Mh_lAh),
o(2c2 M, 1 Ay) und (72c2M, ' Ap) lassen sich nicht als H-Matrizen dar-
stellen. Nach Gewichtung mit (M, YA,)~9 existieren jedoch Niedrigrang-

Approximationen und somit auch H-Approximationen.

4.2.2 Der 2D Fall

Was die 2D  Matrixfunktionen cos(rey/ M, Ay), sin(rey\/ M, 1 A),
o(r2c2M; ' A) und ¢(72c2M; ' Ay) betrifft, wihlen wir dieselbe Vorge-
hensweise wie im 1D Fall.

4.2.2.1 Eigenwerte und Eigenvektoren des 2D Laplace-Operators

Die 2D Steifigkeitsmatrix A; und Massenmatrix Mj, der Dimension N = n?

mit h = n%rl haben die Gestalt

B -I 4 -1
Ay = - mit B = -1
e e =T -1
-1 B -1 4
und
C D_ 6 1
My=n| P mitc=| 1 " :
t. t. D_ c. c. 1
D, C 1 6
1 1 1
]
D, = und D_ =
o
1 1 1

Die EW von Aj lauten nun

1 1
Ao =4 (1 ~3 cos o, — 3 cos al) =4 (sin2 % + sin? %) (4.30)
mit oy = nk—ﬁ, o = nl—j:l, 1 < k,l < n, die zugehorigen normierten EV
2
Vi = sin (o) sin (jal)) . (4.31)
(” +1 1<i,j<n
Mit der Beziehung
0 N_
2 2| N+ 2
12My, = 10h“I + h — h*A
. N_
Ny O
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mit

Ny = R und N_ =
R | . ‘.

0 1 0

l&sst sich analog zum 1D Fall das verallgemeinerte Eigenwertproblem

Ap¥ = MMV, 1< k1 <n,

néherungsweise 16sen. Die approximierten EW von M, LA}, ergeben sich unter
Vernachlissigung der Terme der Ordnung O(f(k,1)h?) zu

- 12 2 — cosayp — cos

Al = — 4.32
M h? 3 + cos ay, + cos ag + cos ay, cos oy ( )
6 2(2—cosay —cosay)
h?2 6+ O(f(k,1)h?)
1
= o3 (L O( (kD)) (4.33)

mit den zugehorigen EV

Vi = Vi + O(F(k, 1)h?). (4.34)
Dabei bezeichnet f (f) jeweils eine geeignete reellwertige (vektorwertige) Funk-
tion von k und I.
Wie in 1D gilt auch jetzt fiir den LEV 1 zum EW g, von Mh_lAh

Uy = MpVi

mit dem REV vy; zu S\kl‘
Man beachte, dass

< 1
Ml = (1 + 6(k2 + 12)7r2h2> (k? + 1%)7?

fiir h — 0 ist (Die Ag; konvergieren natiirlich fiir b — 0 gegen die EW (k2 +12)72
des 2D Laplace-Operators).

Fiir den groBten EW Ay von M, ' A, folgt aus (4.32) im Limes h — 0

S 12-(24+141)
Ay = et ot )

N =24N. 4.
3—1-1+1 (4.35)

4.2.2.2 H-Darstellbarkeit von 2D Matrixfunktionen

Analog zum 1D Fall gilt Mh_lAh = VDV~ wobei V = [vy,...,vy] und D =
diag(dy,...,dy) ist mit d; = Mgy, vi = Vgund i = (I — 1)n + k, 1 < k,1 < n.

Dann ist
F(MPAR) = Vf(D)V™! fir stetiges f

N
= Y fldp) viw?
k=1
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wi
mit V1 = : erneut als Summe von N Rang-1-Matrizen darstellbar.

T
WN

Analog zum 1D Fall kann nun die Strategie verfolgt werden, die Kondition
eines Matrixblocks von cos(rcy/ M, ' Ay) bzw. sin(rey/ M, ' Ap) nach oben zu

beschréinken und daraus die Nichtapproximierbarkeit von cos(rey/M; ' Ap)

und sin(7cy/ M, ' A},) durch H-Matrizen abzuleiten.

Fir die Matrixfunktionen o(r2c2M, 'Ap) und (r2c2M, *Ap) ergibt sich
wiederum ein abklingendes Verhalten deren approximativen Singulirwerte
o(12c?d;) und (7%c%d;), 1 < i < N, welches rein theoretisch Approximier-
barkeit durch Rk-Matrizen erméglicht. Diese ist jedoch in der Praxis wegen des
viel zu groflen Ranges nicht realisierbar.

4.2.2.3 Gewichtete 2D Matrixfunktionen

Gewichtung der untersuchten 2D Matrixfunktionen fithrt wie in 1D auf Matrizen
der Form f(T2C2Mh_1Ah) (Mh_lAh)_q mit ¢ € IN, die sich ab ¢ = 3 oder 4
gut als Rk-Matrizen und somit auch als H-Matrizen darstellen lassen, wie die
numerischen Resultate in Abbildung 4.5 belegen.

4.2.3 Glattheitseigenschaften von Integralkernen

Die Eignung von H-Matrizen zur Approximation von Integraloperatoren

(Au)(z) = /m(m,y)u(y)dy, zeQcRY, d=2,3
Q

basiert hauptsichlich auf bestimmten Glattheitsanforderungen an den Kern
k(z,y) (siehe z.B. [20, Kapitel 3.5, [21] oder [23]).

Wir setzen voraus, dass die Singularitdtenfunktion x(z,y) die asymptotische
Glattheitsbedingung

0207 k(z,y)| < Cllal,18]) Iz =yl ™~ (e, ) (4.36)

fir alle o, 8 € ]Ng, x,y € Q, ¢ # y, erfiillt, wobei «, Multi-Indizes mit
la] = a1 + ...+ aq sind.

Die Taylorentwicklung von x(z,y) um y, lautet nun

-1

3

K(z,y) = (yx = y) Oy k(@ ys) + R (4.37)

s
I
(=)
NAIE
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N=322, 8p=2, P3 N=322, 8p=2, Py3

rel. Fehler der H—Bestappr. ano(M;1 A (M;1 Ah)‘q
rel. Fehler der H-Bestappr. ana(10%° M;l A (M;‘l A)

rel. Fehler der H-Bestappr. axmu(M;1 A (M;1 Ah)'q

rel. Fehler der H—Bestappr. arn.u(l()10 M;l A (M;1 Ah)‘q

30 30
Rang k Rang k

N=322, 8p=2, P73 N=322, 5p=2, Py3

T T 10’ T T T
) \
107 b

-a

h
03
l
i
'

rel. Fehler der H-Bestappr. an cos@h) (MI:1 Ah)
rel. Fehler der H-Bestappr. an cos(10° Q) (M;* A )™
/
/

107 = L L L L

30
Rang k

30
Rang k

Abbildung 4.5: Relativer Fehler der bestmdoglichen H-Approximation an
die exakten gewichteten Matrixfunktionen o(72c?M, ' Ay) (M, *A,)~7 (oben),
Y(T2EM, T Ay) (M) P AR)™9 (Mitte) und cos(re ) (M) P Ap)™9 mit Q) =
\/ M, P Ay (unten) in || - ||p fiir 7¢ = 10° (links) und 7c = 10° (rechts) sowie
q=0,1,2,3 und 4.
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mit dem Rest R,,, der abgeschétzt werden kann durch

1
R, <= — || max O k(z,m)|.
| m| = ml! Hy* yHZ ne[y,y*],|l/\:m| Yy ( 77)|

Die separierte Entwicklung von k(z,y) aus (4.37) liefert nun eine Matrix vom
Rang k = #{v € IN¢ : 0 < |v| < m — 1}, und damit werden die Rang-k-Blocke
der H-Matrix zur Approximation des kontinuierlichen Operators gebildet
(siehe [20, Seite 6]).

Die Singularitdtenfunktion des Laplace-Operators A lautet beispielsweise

= nz -yl falls d = 2
rlzy) =49 7 1 1 falls d > 2 °

(n=2)wa |a—yllg2

(4.38)

wobei wy die Oberfliche der d-dimensionalen Einheitskugel ist. x erfullt die
Gleichung Ak = §(x — y). Es gilt x € O fiir z € R?\ {y}, und & ist singulir
fiir z = y (siehe [31, Seite 80]). « erfiillt die asymptotische Glattheitsbedingung
(4.36). Man beachte dabei, dass das Vorhandensein logarithmischer Terme
(z.B. hier fiir d = 2) eine leichte Modifizierung von (4.36) erfordert, z.B.

||z — yHg_M_'m_d anstelle von ||z — y“;\al—\ﬁl |k(z,y)| (siehe [23, Kapitel 2.3]).

Als Niachstes betrachten wir die Warmeleitungsgleichung
ug — Au =0 im R (4.39)
Die Fundamentallésung des Differentialoperators 0; — A\, lautet

2
L =3

1 fallst > 0
O(z,t) =4 @i 0
0 falls t <0

(4.40)

mit (z,t) € R x IR (siehe [31, Seite 81]), d.h. es gilt & € C°(IR !\ {0}) und
(0r — Ag)® = 8p. @ ist singuldr im Punkt (0, 0).

Es lasst sich leicht nachpriifen, dass auch ®(x,t) die asymptotische Glattheits-
bedingung (4.36) vollauf erfiillt. Zugehorige H-Approximationen an den Lo-
sungsoperator exp(—tA) finden sich in [14] oder in Abschnitt 4.5 dieser Arbeit.

Die Helmholtz-Gleichung
Au+ rK*u =0 (4.41)

mit einer positiven Wellenzahl x besitzt den Helmholtz-Kern

1
wle,y) = = Hy (=llz —yll2) (4.42)

fiir d = 2 mit der Hankelschen Funktion Hél) erster Gattung der Ordnung 0
(siehe [37, Seite 210] oder [36]) bzw.

1 etrllz—yll2 43
k(z,y) = e m (4.43)
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fiir d = 3 (siehe [25] oder [36]).
Fiir d = 3 gilt beispielsweise

, ikllz—yllg. 0 2TVl gylly—einllz—yll2. _Ziz¥
_ eirllz—yllay € eyl e yllz—e l=—yll2
O Amk(z,y) = a:m( Te—yll2 ) lz—yll3
- ik(Ti—yi)  xi—ys
= 47m(x,y)< [e=yll2 Hw—yllg)
und damit
|0z, 5(z,y)| < C'|k(z,y)| mit C ~ &,
weiter
eirllz—yll2
Oy, OpATk(,y) = O, (8331( z—yll2 ))
. CfiR(mi—y)  mi—ys
= 9y, (4mn(z,y)) - (FEgp - Bt ) +
- =0 e —yllz — (i — yi) llag:yylﬁ
Ark(z,y) - ik 2 o
|z — yH2
1
“e—yl2
dArk(z,y) - —6ij - llz = yl3 — (i — y:) 2llz — yll2 s
lz —yl3
~ 1
lz—yll3
-2 .2 . . __ap
_ _ ik (13|z|1:3;)”(§:] Y5) . 471'/4?(32,3/) + 0O (m) . m(m,y)

und damit
|0y, 0, 5(,y)| < C |r(w,y)| mit C ~ 7,

usw., was auf die in [25, Kapitel 4] gezeigte Abhéngigkeit des Ranges k von k

hinweist.

Die Schrodinger-Gleichung
iug + Au =0 in R? x (0, 00) (4.44)

besitzt die Fundamentallésung

. 2
||
1 =3

1 falls t > 0
B(x,t) =4 (4rit) ¥ o s
0 falls t <0

(4.45)

(siehe [31, Seite 81 ff.] bzw. [9, Seite 189]), die wiederum singulér in (0, 0) ist.
Es ist leicht einzusehen, dass diese Kernfunktion die asymptotische Glattheits-
bedingung nicht erfiillt.

Wir haben in Theorem 4.2 gezeigt, dass die Matrixfunktionen cos(rcy/ M, LAy

und sin(rcy/ M, 1A}) nicht durch H-Matrizen approximierbar sind. Der Lo-
sungsoperator der Schrédinger-Gleichung (4.44) ist formal durch exp(—itA)
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gegeben. Somit verhindert auch hier das oszillierende und gréflenordnungs-
méfig nicht abklingende Verhalten der Singuldrwerte von exp(—itM, '4;) in
Verbindung mit der Form der Singuldrvektoren die Approximierbarkeit durch
‘H-Matrizen.

Wir kommen nun schliefSlich zur 2D Wellengleichung, die ja fiir uns von vorran-
gigem Interesse ist.
Der Wellenoperator in IR+

O=c 20y — Ny (4.46)
besitzt nach [31] eine Fundamentallésung
=dc . 5. 2,2 2
E=m:z ZA x4 mit A=c*t* — ||z]|3, (4.47)

wobei A* durch A*u :=u o A fiir alle u € C°(IR) definiert ist und

@ =_—T _ f -1
X5 Mo+ 1) ir Ra >
mit
xi—{w falls 2 > 0 fiir Ra > -1

0 fallsz<0
ist. Der Trager von F besteht aus dem Doppelkegel A > 0.

p. [ 2E fallst>0
Tl 0 falls et < |z

besitzt den Vorwértskegel mit ¢ > 0 als Tréger, und es gilt OF, = &g.
Fiir d = 2 lautet die Fundamentallssung E aus Gleichung (4.47)

_1
B(z,t) = fa > (@ —|[lz[3)
1
[ (@Rl falls A= P2 — g3 >0 (448)
10 sonst

Es ldsst sich leicht nachpriifen, dass E(x,t) aus (4.48) die asymptotische Glatt-
heitsbedingung (4.36) nicht erfiillen kann. Jede partielle Ableitung

0?8519(3: —y,t—)

divergiert bei Annitherung an den Lichtkegel A = % (t — s)? — ||z — y||3 = 0.
Diese Tatsache verdeutlicht die Unmoglichkeit der H-Approximierbarkeit der
in diesem Kapitel untersuchten Matrixfunktionen.

4.2.4 Konsequenzen fiir die 2D Wellengleichung

Wegen
1M, Apll2 = O(N) = O(h™?)

und der Tatsache, dass cos(tey/M; ' Ay), o(t2c> M, ' Ay) und ¢ (722 M, 1 Ap)

nur dann durch H-Matrizen approximierbar sind, falls ||7'202M}: YAull2 < Cn?
ist, folgt:

99



1. Die Zeitschrittweite 7 ist zu beschrianken durch

7=0(h) = O 'N"2).

2. Die Komplexitat des hierarchischen FE-Gautschi-Algorithmus unter Ver-

wendung von H-Approximationen an obengenannte transzendente Ma-
trixfunktionen zur Losung der inhomogenen 2D Wellengleichung betrigt
O(eN 2 log N):
Es sind ndmlich O(cN %) Zeitschritte notwendig zum Erreichen einer
Endzeit ¢, und in jedem Zeitschritt sind Matrix-Vektor-Multiplikationen
mit einem Aufwand von O(NlogN) flops durchzufiihren. Die dafiir
bendétigten und eingangs ein fiir alle Mal berechneten Matrixfunktio-
nen cosH(Tc\/thlAh), O'H(TQCQM}:lAh) und @bH(TQCQM;lAh) kosten
O(N log® N) Operationen.

4.2.5 TUbersicht zur Lésung der hochfrequenten 2D Wellenglei-
chung

e Explizite Zeitschrittverfahren liefern die CFL-Bedingung 7 = O(c™'h)
aus Stabilitdtsgriinden.

e Implizite Zeitschrittverfahren liefern 7 = O(c™'h) wegen ansonsten
grofer Phasenfehler.

e Transzendentale Verfahren:

— Die Darstellung von o(r2c>M, 'Ap,) vy, mittels Krylovraumme-

thoden liefert eine Beschrinkung von 7 der Form 7 = O(c™'h)
aus Genauigkeitsgriinden (bei konstanter Dimension der Krylovun-
terrdume).

— Die Darstellung von o(72¢>M;, ' A) durch H-Matrizen liefert 7 =
O(c™'h) aus Griinden der H-Darstellbarkeit.

Wihrend bei expliziten und impliziten Verfahren die Beschrinkung der Zeit-
schrittweite von der Zeitdiskretisierung herriihrt, ist bei exponentiellen Zeitin-
tegratoren die Kopplung von 7 an h und ¢! nicht durch die Diskretisierung,
sondern durch die explizite Berechnung der mit sin und cos gebildeten Matrix-
funktionen verursacht.

Um die 2D Wellengleichung mit fast linearem Aufwand in H-Arithmetik zu

16sen, miissen wir also nach einem neuen Ansatz suchen.

4.3 Das H-Eigenwertproblem fiir den diskreten 2D
Laplace-Operator

Im vorhergehenden Abschnitt haben wir gesehen, dass die Matrixfunktionen
cos(tey/ My P Ay), o(T2c2 M, T Ay) und ¢(72¢> Mt Ap) nicht durch H-Matrizen
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approximierbar sind. Ebenso haben wir beobachtet, dass sich die gewichteten
Matrixfunktionen cos(tcy/ M, tAy) (M; Y AR) ™9, o(r2c2 M, T Ay) (M, P A,) 9
und 1/1(7'202M,;1Ah) (M}leh)_q mit geeignetem g € IN wegen des hinreichend
schnellen Abklingverhaltens deren Singuldrwerte bereits durch Niedrigrang-
Matrizen gut approximieren lassen.

Im néchsten Abschnitt werden wir ein Verfahren entwickeln, diese Niedrigrang-
Approximationen mit fast linearem Aufwand unter Verwendung von H-
Matrizen zu berechnen. Dazu werden jedoch die kleinsten Eigenwerte von
M, 1 A, samt Eigenvektoren bendtigt.

Daher werden wir in diesem Abschnitt eine Methode erstellen, das Eigenwert-
problem fiir M, L Aj, in H-Arithmetik mit fast linearem Aufwand zu lsen.

4.3.1 Eigenwerte und Eigenvektoren des diskreten 2D Laplace-
Operators in H-Arithmetik

Fiir die EW A\ von M, ' A4y, gilt

Akl — (B +157%, k1>1,

d.h. die iiberwiegende Mehrheit der EW von M, LA, konvergiert fiir h — 0
gegen mehrfache EW des Operators A = —/\. Daher bedienen wir uns eines
sogenannten simultanen Iterationsverfahrens: Nach jedem Schritt orthogona-
ler Iteration bauen wir einen sogenannten Schur-Rayleigh-Ritz-Schritt (SRR-
Schritt) ein. Dieses Verfahren geht auf Stewart zuriick und stellt eine natiirliche
Verallgemeinerung des Rayleigh-Ritz-Verfahrens zur Approximation von EV
hermitescher Matrizen dar (siehe [43]).

Sei m die Vielfachheit des zu berechnenden EW im Limes h — 0. Sei weiter
QO = [qgo), e ,q,(g)] die Startmatrix mit den orthogonalen Spalten qg-o), wobei

q§0) dem hierarchisierten Einheitsvektor e; entspricht, d.h. q(-o)

;= Pe; mit der
Permutationsmatrix P aus Abschnitt 3.3.1.

Damit ergibt sich mit dem Shift p der folgende Algorithmus zur Berechnung
von EW und EV der Matrix M, L Aj,, wobei alle Operationen mit H-Matrizen
in H-Arithmetik erfolgen:

Algorithmus 4.3 (Simultane Iteration in H-Arithmetik)
Bestimmung von p nach (4.49).
Q) = Pley,...,ey] mit P aus Abschnitt 3.3.1.
Festlegung einer Mindestanzahl ki, an Iterationsschritten

und des Parameters € > 0 fiirs Abbruchkriterium.

k=0
e’r’r(-k)
while ( (% >1 —|—e) fir einje{l,...,m} ODER k< kmm>
67'7']-
l.k=k+1
2. LGS (uI — M, A)Z2®) = Q=1
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3. QR-Zerlegung von ZW®) : z*) = Q) R(k)
4. SRR-Schritt:
LGS (uI — M, *Ap)C® = Q®)
B&) = Q)T (k)
Schur-Zerlequng von B®): y (T pk)y (k) — (k)
QW .= Q) y (k)
5. Rayleigh-Quotienten und relative Rickwdrtsfehler:
forj=1,...,m
(k) (B)T 5 r— (k)
N7 =y My Ang
O 2P

-1
eTT(-k) — HMh Ahqj.,l
J 1M, Anll2

end
end
Lineare Ausgleichsprobleme und Rayleigh-Quotienten
nach | Iterationsschritten:

forj=1,...,m

40 {0+ ) 0 (a4 5 | = o

itj i#]
l l 2 l
@) =d)) +> aq)
=1
i#j
O]
(l) _ q]'
S ARTOTS

0 OT 3r=1 4, oW
)‘j Jj h ' hq;
end

Da die Spalten von QY () i, Allg. bessere Approximationen an die zu berech-
nenden EV als die Spalten von Q) sind (siehe [43]), ersetzen wir am Ende des
SRR-Schritts in Algorithmus 4.3 Q%) durch QY (),

Die LGS
(uI — M 1A Z® = QY «—  (uM), — A,)Z® = MQ*Y
und
(uI — My P AR OW = QW) = (uM, — Ap)OW®) = M QW

werden durch H-LDL”-Zerlegung der symmetrischen Matrix pM; — A in
O(N log? N) flops mit anschlieBender Vorwirts- und Riickwiirtssubstitution in
O(Nlog N) Operationen gelost. Da die LDLT-Zerlegung nur einmal fiir den
gesamten Algorithmus 4.3 gebildet werden muss, belduft sich der Gesamtauf-
wand fiir die simultane Tteration aus Algorithmus 4.3 auf O(N log? N) flops.

Fiir die Matrix-Vektor-Produkte M, 1Ahqg-k), 1<j<m,1< k<], benotigen
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wir nach anfangs durchgefiihrter Cholesky-Zerlegung von M}y nur jeweils eine
Matrix-Vektor-Multiplikation sowie eine Vorwirts- und Riickwértssubstitution.

Als Shift u verwenden wir die in Abschnitt 4.2.2.1 berechneten N&herungen fiir
die Eigenwerte von M, LA,

12 2 — cos oy, — Cos

[kl (4.49)

~ h2 34 cosay, + cos oy + cos ag cos g
Ist der Shift u zu genau und damit die Kondition der Matrix puM}; — Ap zu
grof§ (und daher die H-Operationen zu ungenau), kann er zur Vermeidung
allzu grofler Konditionszahlen gesteuert werden (z.B. ug — 1 statt ug; aus
(4.49) verwendet werden). Da die py die exakten EW von M, 1 4, bis auf
O(f(k,1)h?) approximieren, taugen fiir kleiner werdendes h auch immer mehr
Shifts zur Approximation der exakten EW. Der numerischen Praxis zufolge
liegt die Anzahl der mit den Shifts u aus (4.49) approximierbaren EW in der
GréBenordnung O(v/N) = O(h™!). Die mittels Algorithmus 4.3 berechneten
H-EW und H-EV sind dabei so genau, wie es die H-Matrix Ly der H-LDL”-
Zerlegung von pMj, — Ay, ist: Nach erfolgter approximativer LDL”-Zerlegung
sind nédmlich sdmtliche Operationen von Algorithmus 4.3 exakt!
O]

Die Spalten q; der nach [ Schritten simultaner Iteration gewonnenen N X m-

Matrix Q¥ = | gl), . ,qg@)] spannen den zu den H-EW Agl), ... ,,\,(f} gehorigen
m-dimensionalen invarianten Unterraum des IR™V auf. Dabei entspricht i. Allg.
nur die erste Spalte qgl) einem H-EV, dem zum H-EW )\gl).

Zur Nachbesserung der iibrigen H-EV l6sen wir nun fiir den Fall m > 1 die
folgenden m linearen Ausgleichsprobleme:
Suche a(jy = (a;)1<i<m € IR™!, so dass

ij

”Mh—lAh q;l) + Z:l aiqz(‘l) _ )\gl) q§l) + Z:l aiqgl) H2 = ng}n' —
i i
I (Mh_lAh - A§l>1) QU ay) - (A§”I - Mh_lAh> o/ 2 = min!
mit QE?) = [qgl), e ,qglll,qgl}rl, e ,q,(f}] unter Verwendung der QR-Zerlegung
der N x (m—1)-Matrix (Mh_lAh — )\gl)l) QE?). Die Losung dieser linearen Aus-
gleichsprobleme erfordert nach bereits erfolgter Berechnung des H-Cholesky-

Faktors von Mj, — schon bendétigt fiir die Bestimmung der Rayleigh-Quotienten
und der Riickwirtsfehler in Algorithmus 4.3 — nur mehr O(N log N) flops.

Im Anschluss daran werden die optimierten H-EV nachnormiert und abschlie-
Bend die zugehorigen Rayleigh-Quotienten — zur Optimierung der H-EW — be-
rechnet.
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4.3.2 Riickwartsfehleranalyse des Eigenwertproblems in H-
Arithmetik

Sei (A, v) das fehlerbehaftete Eigenpaar von M, L Aj, aus Algorithmus 4.3 mit
normiertem EV v. Dieses hinterldsst in der Eigenwertgleichung das Residuum
r=JAv-— Mh_lAhv.

Die Rang-1-Matrix A(M, 'Ap) = rvT erfiillt

(MM Ap + A(M; 1 Ap))v = Av,
und fiir den Riickwirtsfehler A(M, ' Ay) gilt

IA(M, ARz = max [A(M, ' Ap)wlls = max [lrviwllz = [[r]l.
[lwllz=1 [wll2=1

Damit ergibt sich der relative Riickwértsfehler in der Spektralnorm zu

1AM, Ap)ll2 - elle
1M, " Anllz (1M Al

(4.50)

Als Abbruchkriterium fiir die simultane Iteration in Algorithmus 4.3 verwenden
wir

(k)

%gl%—e fir alle j € {1,...,m}
err;

err

mit einem € > 0 und

—1 (k) (k) (k)
errl® — 124, Ahqj N9 I2

! 1M, Al

(4.51)

fiir die zu berechnenden REV qg-k), wobei wir ||M; 'Ap||2 durch 24N (siehe

Abschnitt 4.2.2.1) approximieren.

In den Abbildungen 4.6 bis 4.8 sind die numerischen Ergebnisse fiir die mittels
Algorithmus 4.3 in H-Arithmetik berechneten und im Limes h — 0 einfachen
EW Ay, 2-fachen EW A7, Ag sowie 4-fachen EW A\go, A\43, Aaq, A\g5 dargestellt.
Mit Hilfe des Abstands der beiden Linien, die den exakten relativen Vorwérts-
fehler und den geschétzten relativen Riickwértsfehler der H-EV kennzeichnen,
lassen sich Riickschliisse auf die Kondition der jeweiligen EV ziehen.

Bei den H-EV vy und vy fillt auf, dass erst fiir gréfleres N die in den anderen
Beispielen gegebene Approximationsgiite erreicht wird. Das liegt einfach daran,
dass der Shift zur simultanen Berechnung der 4 EW A4o bis A\y5 erst ab einem
bestimmten N gut genug fiir das Erreichen der gewiinschten Genauigkeit ist.
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rel. Fehler

Tel Fefier des FREW A,
_ rel. Fehler des H-EV v,
rel. Rueckwaertsfeher des H-Eigenpaars (\,.v,)

rel. Rueckwaertsfehler der H-LDL™~Zerlegung von M A,

3 0

# Unbekannte N

Abbildung 4.6: Relativer Fehler des H-EW \; und des zugehoerigen ‘H-EV vy
sowie relativer Riickwértsfehler des H-Eigenpaars (A1, v1) in || - ||2 und relativer
Riickwirtsfehler der H-LDLT-Zerlegung von uMj, — Ay, in || - || fiir §p = 2 und
Rang k = 2p.ry + 2.

rel. Fehler

dp=2, k=2pe"+2

el FenerGes HEW
_ rel. Fehler des H-EV v,

rel. Rueckwaertsfehler des H-Eigenpaars 0,.v,)
rel. Rueckwaertsfehler der H-LDL'-Zerlegung von i M, -A,

10°
# Unbekannte N

10°

op=2, k:ZpE"+2

rel. Fehler

—_Tel Fenler des F-EW

s
rel. Fehler des H-EV vy

rel. Rueckviaertsfehler des H-Eigenpaars (V)
rel. Rueckwaertsfehler der H-LDL'~Zerlegung von MA,

3

10

10"

# Unbekannte N

Abbildung 4.7: Relativer Fehler der H-EW \; (links) und Ag (rechts) und der
zugehoerigen H-EV vz (links) und vg (rechts) sowie relativer Riickwértsfehler
der H-Eigenpaare (A7,v7) (links) und (Ag,vg) (rechts) in || - ||2 und relativer
Riickwirtsfehler der H-LD LT -Zerlegung von M}, — Ay, in || - || fiir ép = 2 und
Rang k = 2peyy + 2.
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8p=2, k=2p,+6 =2, k=2p 46

107 10 T T
— el Fonler des FREWTR,, el Femer des H-EWR,
N __ rel. Feler des H-EV ', N __ rel. Fehler des H-EV v,
. . el Rueckwaensletle des H-Eigenpaars v, ~ rel. Rueckwaertsfehler des H-Eigenpaars (,,,.)
107" N rel. Rueckwaertsfehler der H-LDL'-Zerlegung von j M, -A, 10" N rel. Rueckwaertsfehler der H-LDL"~Zerlegung von M-A,
\ \
\ \

5 :
¢ s
w w
e 3
104
10"5 L L
20
0 o 10 - .
10 10
# Unbekannte N # Unbekannte N
=2, k=2p _+ =2, k=2p_+6
8p=2, k=2p,+6 . =2, k=2p
107 T T 10 T T
— el Femerdes H=EW el Femer des H-EW R,
__ rel Fehlerdes H-EVy,, __ rel. Fehler des H-EV v,
" rel. Rueckwaertsfehler des H-Eigenpaars \,,v,,) el Rueckwaertsfehler des H-Eigenpaars ()
107+ rel. Rueckwaertsfehler der H-LDL~Zerlegung von A 107 F rel. Rueckwaertsfehler der H-LDL'-Zerlegung von M A,
107 - 10° F
g10° gu*
= = A
[0 [0 ‘.
w w 2R
= = W [N P
0 10° 010l W e ~ .
[N ~ SN
_ v PN PRI PR
- R N Ve . So - S ~ _
0
10"5 L - \‘ IUdE L - L
10 10 10 10
# Unbekannte N # Unbekannte N

Abbildung 4.8: Relativer Fehler der H-EW A42 (oben links), A43 (oben rechts),
A44 (unten links) und Ag5 (unten rechts) und der zugehoerigen H-EV v4o (oben
links), v43 (oben rechts), v44 (unten links) und v45 (unten rechts) sowie relati-
ver Riickwirtsfehler der H-Eigenpaare (A2, v42) (oben links), (A43,v43) (oben
rechts), (Ag4,vas) (unten links) und (Ag5, v45) (unten rechts) in || - ||2 und relati-
ver Riickwirtsfehler der H-LDLT-Zerlegung von uMj, — Ay, in || - || 7 fiir 6p = 2
und Rang k = 2p.ss + 6.
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4.3.3 Singuldrwerte und Singulidrvektoren des diskreten 2D
Laplace-Operators in H-Arithmetik

Analog zu den kleinsten EW und EV von M, 1 A}, lassen sich auch die kleinsten
Singulérwerte (SW) o; und Singulirvektoren (SV) u; und v; von M, 'A), =
Z;-V:l ajujv;! im Rahmen der H-Genauigkeit berechnen: Die Quadrate der SW
032- sind nédmlich gerade die EW der Matrix (M, 'A,)T (M, ' Ay), deren EV
den SV v; von M, 1 A;, entsprechen. Die zugehérigen SV u; lassen sich dann

wegen Mh_lAhV =UX mit V = [vy,...,vy], U = [ug,...,uy] und ¥ =
diag(o1,...,on) leicht durch QR-Zerlegung von M,;lAh V bestimmen.

Daher schlagen wir folgenden Algorithmus zur Berechnung der vorderen SW
samt SV der Matrix Mh_lAh vor:

Algorithmus 4.4 (SW und SV in H-Arithmetik)

1. Berechne die H-Matrizen M, ' Ay, und (M, ' A,)T (M, ' Ap) durch eine
‘H-Invertierung und zwei H-Multiplikationen.

2. Berechne die Eigenwerte \; von (M, 'Ap)T (M, ' Ay) samt zugehérigen
FEigenvektoren v; mittels simultaner Iteration in H-Arithmetik analog
zu Algorithmus 4.8 mit der H-Matriz (M, " Ap)T (M, ' As) anstelle von
M, Ay,

Dann sind o = \/)\—J die gesuchten SW und v; SV zu o;.

3. Bilde das H-Matriz- Vektor-Produkt M,:lAh V', wobei die Spalten von V
aus den in 2. berechneten SV v; bestehen. Dann liefert QQR-Zerlegung von
M{lAh V' die gesuchten SV u;.

Zur Berechnung der EW und EV von (M, ' A4,)T (M, ' A},) verwenden wir als
Shift u die Quadrate der Néherungen fiir die EW von M, 'Aj, aus (4.49).
Die bei der EW-Berechnung von (M, *4;)7 (M, ' A},) auftretenden LGS

(M, An)T (M,  Ap) — ul) 20 = QD)
und
(M7 AR (M, Ay — pI) CF) = QW)

16sen wir wiederum durch einmalige H-LDL™-Zerlegung der symmetrischen
Matrix ((M;lAh)T(ijlAh) —ul) in O(N log? N) flops mit anschlieBender
Vorwérts- und Riickwértssubstitution in O(N log V) flops.

Der Shift p ldsst sich nun wie vorhin zur Verringerung der grofien Konditi-
onszahlen von ((M, VAT (MY Ap) — I ) gezielt steuern. Um jedoch dieselbe
relative Genauigkeit wie fiir die H-EW und H-EV von M, LA, zu erreichen,
muss wegen

(M, An)T (M, P Ap)) 3 (M, Ap)° ~ N?

der Rang der Rk-Blocke in den H-Matrizen deutlich vergroflert werden.
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4.3.4 Riickwirtsfehleranalyse fiir die H-Singulidrwerte und H-
Singulirvektoren

Seien o ein fehlerbehafteter H-SW von Mh_lAh und u, v mit ||ullz = |[v]2 =1
die zugehorigen H-SV aus Algorithmus 4.4. Dann gilt fiir die mit dem Residuum
r = ou — M, ' A,v gebildete Rang-1-Matrix A(M, 'Ay,) = rv’

(M, YA + A(M; M Ap))v = ou,
und der Riickwirtsfehler A(M, ' Ay) erfiillt

IA(M,  Ap)lls = max [[A(M, " Ap)wlls = max [eviwllz = [r]2.
[lwllz=1 [wll2=1

Damit ergibt sich der relative Riickwértsfehler in der Spektralnorm zu

A, AR _irlle
| M, Ap|l2 M, Ap|l2

(4.52)

In der numerischen Praxis approximieren wir || M, ' Ap||2 wiederum durch 24N
(siehe Abschnitt 4.2.2.1).

4.4 Niedrigrang-Approximationen bestimmter Ma-
trixfunktionen in H-Arithmetik

Mit der im letzten Abschnitt entwickelten H-Methode zur Berechnung von EW
und EV von M, LA, gelangen wir nun endlich zum erklérten Ziel dieses Kapitels,
der Konstruktion von Niedrigrang- Approximationen an geeignet gewichtete Ma-
trixfunktionen unter Verwendung von H-Matrizen. Aufwand und Approxima-
tionsgiite der im Folgenden konstruierten Ndherungen an die gewichteten Ma-

trixfunktionen cos(tcy/ M, " Ay) (M, ' Ap) 9, o(r2c2 M, P Ay) (M, P Ap)~ und
PY(r2cEM, T Ay) (M1 Ap)~9 sind dabei véllig unabhingig vom Produkt 7!

4.4.1 Konstruktion der Niedrigrang-Approximationen

Seien D = diag(\1,...,An), U = [ug,...,uy] und V = [vq,...,vy] die EW,
normierten LEV und normierten REV von M, LA, d.h. es gelte

M 'A,V=VD (4.53)

und

Ut M, A, =DUT. (4.54)
Dann folgt aus (4.53)
f(P2EM AV =V f(r2D)
fiir alle in diesem Kapitel behandelten transzendenten Matrixfunktionen f. Aus

VL f(PEM T A) = f(r2PD) VT
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folgt weiter, dass die Zeilen von V! bis auf Skalierung durch die LEV u]T

gegeben sind:

Aus

fOlgt C]' = ﬁ’
J

und

Clu,{
ZaE—
CNUYJ\}
clurfvl
I=V71'V=
CNII%VN
1 < j < N. Damit gilt
N viul
@M AR) =Y F(FPEN) =, (4.55)
J=1 vj uj
T
viu;
> FEEN) (4.56)
7j=1 vj uJ

stellt eine Rang-J-Approximation an f(72c?M h 14;) dar.

Mit den mittels Algorithmus 4.3 riickwértsstabil berechneten EW X; von

M,;lAh samt den normierten REV v; und LEV u; =

Mth

AR ergibt sich nun

der folgende Algorithmus zur Berechnung der Rang-J-Approximation (4.56) an
die Matrixfunktion f(r2c>M, 'Ap):

Algorithmus 4.5 (Rang-J/-Approximation an Matrixfunktionen)

1. Berechne die J kleinsten Eigenwerte \; von M,;lAh sowie die zugehori-
gen normierten Rechts-Eigenvektoren v; in H-Arithmetik mit Algorith-

mus 4.3.

2. Berechne die normierten Links-Eigenvektoren u; durch Multiplikation der
v; mit My und anschliefende Normierung.

viuT
3. Stelle die Rang-J-Matriz Z}]:1 f(T202>\j)v]Tl;J‘
;4

auf.

4.4.2 Fehlerschitzung der Niedrigrang-Approximationen

_ viul
£ (2 M, P Ap) = 37, f(TZCQAj)V;Tlfj 13
_ N 2.2 vjuj
= [ 25t f(Toc /\j)vjr,jj IF
N v.ul
< Yo (3N ijru]j 13
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N
= Z] J+1|f(7'0)‘)| \VT; Z(ujv]-ijuJT>ii

5 95l

N
- j=J+1 VAR Tl_, : 7112
> |f(T2C2)\ ) [[uy]]
N——

‘Vj uy|

1
Vi

= Z;V:J-H |F(T2E2 )] -

=r(Xj)
Dabei bezeichnet x()\;) die Kondition des EW \; von M, ' 4. Nachdem fiir
die Konditionszahl eines jeden EW ); von Mh_lAh k(Aj) — 1 fur h — 0 gilt,
stellt Z;V: g41 [F (722 X;)]| fiir betragsmiBig hinreichend schnell fallendes f eine

gute Approximation an die Summe der abgeschnittenen SW von f(72c?M h LAy
dar: Die berechneten EW f(72c2);) von f(r2c>M, ' Ap,) konvergieren nimlich
fiir h — 0 betragsmiiig gegen die SW von f(TZCZMh_lAh).

Die numerische Praxis hat nun gezeigt, dass die bereits gute Fehlerschitzung

F(T?Ng11)
Z F N = | : I (4.57)
S Fr2an)
durch Ersetzung von || - ||; durch || - |2 noch wesentlich verbessert wird: Dann

liegt némlich wirklich die Frobeniusnorm des Fehlers als euklidische Norm des
Vektors der approximierten abgeschnittenen SW vor. Man beachte, dass der
Verlust von || - ||2 in der Herleitung obiger Fehlerschitzung durch die Anwen-
dung der Dreiecksungleichung verursacht wird. Da die EV v; von M, 1 A;, nicht
notwendigerweise exakt orthogonal zueinander sind, ist ihre Anwendung jedoch
unumganglich.

Beweis fiir x()\;) p— 1:

Mit dem normierten REV v; zum EW J; ist u; = # normierter LEV zu
nvijll2
Aj. Somit gilt
1 Mpv;
K(Aj) = — = | Thv’”2 : (4.58)
lviuj| v My,

In Abschnitt 4.2.2.1 wurden die EW )\ von M, LA;, approximativ bis auf
O(f(k,1)h?) zu

At = h2 At (14 O(f (K, 1)h?))

bestimmt mit den EW A\g; von Ay,. Fiir die REV v zu den EW i von Mh_lAh
ergab sich
Vi = Vi + O(E(k, 1)h?)

mit den normierten REV vy; zu den EW A\ von Ay,.

Nun entsprechen hier A\; und v; gerade einem Ay, und einem ”‘;'k%, und wegen

110



Myvj = 5 Apvj und [|[¥4]l2 = 1+ O(f(k,)h?) gilt somit
Myvj = 3 Anvy = 3= Ap (via + O(E(k,DA?)) - (1 + O(f(k,))h?))
= = W2 (L4 O(f(k,)h?)) - (Arvis + O(F(k, 1)h?))
= B2 (1+ O (B, D12)) - (Vi + 3 O(E(R,1)?))
= B2 (v + O(f(k,)h?)),

wobei in der zweiten Zeile die Eigenwertgleichung Apvy; = A\gvg; und die Be-
schranktheit von ||Apll2 < 8 unabhéngig von h benutzt wurden.

Mit ||vki||2 = 1 ergibt sich schliefllich der Zéhler von (4.58) zu
[M3v;llz = B* |[vie + O(E(k, DR l2 = B* (1+ O(f (k, %))
Fiir den Nenner von (4.58) gilt
|V]Tthj|

= | (14 O(f(k,)h2)) (Vi + O (k, )h2))" - 12 (vig + O(F(k, 1)h2)) |
12 (1+ O(f(k, ))h?)) .

Insgesamt folgt also wie behauptet

() = [Myvjlla B2 (14 O(f(k,1)h?))
7T VT My, 12 (L4 O(f (R, DA2)) 7o

N K()\l )
162 | 1.0000123333
242 | 1.0000029010
322 | 1.0000010006
40% | 1.0000004315
482 | 1.0000002153
562 | 1.0000001190
642 | 1.0000000710

Tabelle 4.1: k(A1) — 1 fiir h — 0.

Unter Verwendung der Néherungen (4.49) fiir die EW von M, ' A}, zur Berech-
nung der Werte fi; = f(72c%uy;) erhalten wir also die hervorragende Niherung

Z;c,l fl?l
>kt
fiir den relativen Fehler der Rk-Approximation (4.56) in der Frobeniusnorm.

Dabei werden in der Summe Y.’ im Zihler nur die Quadrate der abgeschnitte-
nen N — J approximierten Singuldrwerte aufsummiert, wihrend die Summe |

(4.59)

€rel —
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im Nenner iiber alle N Werte f,?l l&uft.

In Abbildung 4.9 sind nun die numerischen Ergebnisse fiir die Rk-
Approximationen an die gewichteten Matrixfunktionen cosy(7cy/ M, T4, =

cos(tey/ M, P AR) (M Ap)~7  (jeweils  links) und  og(72¢2M; TAy) =
o(T2cEM; P Ay) (M, P Ap) ™7 (jeweils rechts) fir ¢ = 1,3 und 5 dargestellt.

Die mit den Schitzungen (4.49) fiir die EW von M, 'A; konstruierten
Fehlerschétzer (4.59) stimmen mit den exakten Fehlern der mit den H-EW,
‘H-LEV und H-REV konstruierten Rk-Approximationen (4.56) perfekt iiberein
und liegen nur geringfiigig iiber dem Fehler der mit den exakten SW und SV
gebildeten Best-Rk-Approximationen.

Wiren die H-EW und H-EV nur weniger genau bestimmt worden (durch
kleineren Rang der Rk-Blocke in den H-Matrizen), so wire der exakte Fehler
der Rk-Approximationen (4.56) bei der H-Ungenauigkeit stehengeblieben,
wéhrend die anderen beiden Linien unveréndert geblieben wéren.

Fazit:

1. Die Rk-Approximation (4.56) stellt eine approximative Singuldrwertzer-
legung der Matrixfunktion f(T2C2Mh_1Ah) dar.

2. Dabei ist nur eine H-LDLT-Zerlegung pro EW der Vielfachheit m
zu berechnen (sieche Abschnitt 4.3.1) und somit die gesamte Rang-J-
Approximation mit einem Aufwand von O(JN log? N ) flops realisierbar.

3. Aufwand und Giite der Rk-Approximationen an die gewichteten Matrix-
funktionen cosy(1ey/ M 1 Ap), 04(72c2M; T Ay) und ¢, (t2c> M, ' Ap) sind
vollig unabhéngig vom Produkt 7¢ (siehe (4.56) und (4.57))! Die relative
Genauigkeit hingt einzig und allein von der Anzahl J der beibehaltenen
groften EW von cosy(7¢y / Mh_lAh), O'q(T262Mh_1Ah) und 1/1(1(7'202M}L_1Ah)
ab (siehe (4.57)).

4. Will man die Genauigkeit in (4.56) erhohen, kénnen an die bereits beste-

hende Rk-Approximation die mit ein paar weiteren Eigenpaaren gebilde-
ten Rang-1-Matrizen einfach hinzugefiigt werden.

5. Die Auswertung der Rk-Approximation (4.56) an f(72c2M, ' Ap,) fiir ver-
schiedene Werte von 7 und c¢ erfordert iiberhaupt keinen zuséatzlichen H-
Aufwand.

6. Die gewichteten Matrixfunktionen O'q(7'202Mh_1Ah), wq(TQCQMh_lAh),

cosq(Te\/ My 1 Ay), sing(tey/M; P Ay), ... sind alle simultan als Rk-

Matrizen geméfB (4.56) berechenbar. Dabei sind die Eigenpaar-
Berechnungen in H-Arithmetik nur einmal durchzufiihren!
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Abbildung 4.9: Relativer Fehler der Rang-J-Approximation an die Matrixfunk-
tionen cosy(Tcy/ M, ' Ay) (links) und oy (r2¢> M, ' Ap,) (rechts) mit Hilfe der H-
EW, H-Links-EV und H-Rechts-EV sowie Schétzung des relativen Fehlers und
exakter relativer Fehler der Best-Rang-J-Approximation an dieselben Matrix-
funktionen in || - ||p fiir N = 482, 6p = 2, k = 2p.s¢+ 6 und ¢ = 1 (oben), ¢ = 3
(Mitte) und ¢ = 5 (unten).
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4.5 Niedrigrang-Approximation an die Exponential-
funktion des 2D Laplace-Operators

Analog zu den gewichteten transzendenten Matrixfunktionen aus dem vorherge-
henden Abschnitt lidsst sich auch die den Losungsoperator der Wirmeleitungs-
gleichung darstellende Matrixfunktion e=*Mn "An fiir hinreichend grofles t > 0
durch Algorithmus 4.5 als Rk-Matrix darstellen. Fiir ¢ = 1 reicht beispielsweise
bereits die Rang-1-Approximation

T
-2 Vit (4.60)
vful
an exp(—M, ' Ap), denn es gilt
—A2 —572
= ~1de-13

e—M 672#2

(siehe Abbildung 4.10). Hier ist der relative Fehler der mit dem H-EW A;, dem
H-REV vi und dem ‘H-LEV u; von M, 1 A;, gebildeten Rang-1-Approximation
tatséchlich durch die H-Fehler von A1, vi und u; gegeben! (Die Fehlerschiitzung
ist wiederum nach (4.59) gebildet.)

Wiéhrend nach [14] 40 H-Inversionen zum Erreichen einer relativen Approxima-
tionsgiite von 1077 fiir exp(—M, ' A;) durchgefiihrt werden miissen (siehe [14,
Table 5]), reicht mit unserem Zugang bereits eine H-LDL”-Zerlegung fiir eine
relative Genauigkeit von 10719 (siehe Abbildung 4.10).

Da der Aufwand fiir eine H-Invertierung um einen Faktor 7 bis 10 hoéher liegt
als der fiir eine H-LDL”-Zerlegung (vgl. die Tabellen 3.4 und 3.6), ist unsere
Methode zur Approximation von exp(—M, 1A}) um einen Faktor 300 bis 400
schneller als die in [14] angewendete.
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Abbildung 4.10: Relat
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00 F

op=2, k:Zpeﬁ+6

T
— rel. Fehler der Rang-1-Approximation mit den H-EW, H-LEV und H-REV
— - rel. F ung fuer die Best-Rang-1

v rel. Fehler der Best-Rang-1

10°

# Unbekannte N

iver Fehler der Rang-1-Approximation an die Matrix-

funktion exp(—tM, 'Ap) mit Hilfe der H-EW, H-LEV sowie H-REV sowie
Schétzung des relativen Fehlers und exakter relativer Fehler der Best-Rang-1-
Approximation an dieselbe Matrixfunktion in ||-|| ¢ fiir 6p = 2 und k = 2pcs¢+6.
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Kapitel 5

Losung der 2D
Wellengleichung in
H-Arithmetik

Die hochfrequente 2D Wellengleichung wird in Abschnitt 5.1 durch Spektralzer-
legung des diskreten Laplace-Operators in ein entkoppeltes System eindimen-
sionaler Wellengleichungen transformiert. Aus der Berechnung einer bestimm-
ten Anzahl von H-Eigenpaaren des diskreten Laplace-Operators mit einer in
Abschnitt 4.3 entwickelten H-Methode und der Losung der zugehérigen eindi-
mensionalen Wellengleichungen resultieren fiir geniigend glatte Anfangsdaten
im Ort gute Approximationen an die Losung der 2D hochfrequenten Wellen-
gleichung.

Der fast lineare Aufwand und die Approximationsgiite sind dabei unabhéingig
vom Produkt aus der Zeitschrittweite mit der Wellengeschwindigkeit. Allein die
Glattheit der Anfangsdaten und der Inhomogenitét ist fiir die Approximations-
giite der H-Losungen verantwortlich.

Nach der in Abschnitt 5.2 durchgefithrten Konditionsanalyse fiir die eindimen-
sionalen Drei-Term-Rekursionen des Gautschi-Algorithmus wird in Abschnitt
5.3 die 2D Wirmeleitungsgleichung analog zur Wellengleichung gelost. Fiir hin-
reichend grofle Zeiten ist die berechnete Losung vollig unabhéngig von der Glatt-
heit der Anfangsdaten im Ort. Das in der Losungsformel fiir die inhomogene
Wirmeleitungsgleichung auftretende Integral wird mit einer geeigneten Quadra-
turformel numerisch berechnet. Zum Abschlufl dieses Kapitels folgt schliellich
eine Diskussion iiber die Losung der Schriodingergleichung.

5.1 Die diskrete Losung der 2D Wellengleichung

Gegeben seien die Anfangswerte ug und 0 sowie die Inhomogenitét f(¢).
Zur Berechnung der diskreten Losung u, und deren Ableitung 1, sind die
inhomogenen Drei-Term-Rekursionen

Ui =2u, —u,_ 1+ TQU(TQCQM}:lAh)(—CQMglAhun +f,), n>1 (5.1)
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mit den Startwerten ug und

1
u; = cos(7cy/ Mh_lAh) ug + TQ,[)(TQCQMh_lAh) g + 57'20(7'202Mh_1Ah) fo
sowie
Upp1 = Upo1 + 279(72EM, A (=P My P Apay, + £,), n>1 (5.2)

mit den Startwerten 11y und

0y = cos(tey/ M, tAp) G + T(T2 e My, P AR ) (=M T Apug + )
zu 16sen (siehe Abschnitt 2.5).

Die Matrix-Vektor-Produkte f(72c2M, 'A;)v mit obigen transzendenten
Matrixfunktionen f und N-dimensionalen Vektoren v schreiben wir jetzt in der
Form f,(r2c®M; ' Ap,) (M, ' Ap)?v. Dabei approximieren wir die gewichteten
Matrixfunktionen f,(72c2M, *A4,) = f(r2c2M; 1 Ap) (M, ' Ap)~7 mittels
Algorithmus 4.5 durch Rk-Matrizen. M, LA;, wird als H-Matrix dargestellt
und die je ¢ + 1 Matrix-Vektor-Produkte sukzessive von rechts nach links
abgearbeitet.

Numerische Experimente haben nun gezeigt, dass der relative Fehler der
Losung u,, unabhingig vom gewéhlten ¢ € INg ist. Der Grund dafiir ist die
Abhéngigkeit der Approximationsgiite von u, allein von der Anzahl der bei-
behaltenen Eigenwerte bei den gewichteten transzendenten Matrixfunktionen.
Die Wahl von ¢ spielt dabei iiberhaupt keine Rolle.

Dies wollen wir nun anhand des Matrixfunktion-Vektor-Produkts
f(r2c2M; 1 Ap) v auch beweisen:

Satz 5.1 (Unabhiingigkeit der Approximationsgiite von ¢)

Sei
T
vju;

Tu.
v;u;

22
2 23r7—1 Z f(T2c?)))
fq”](T C Mh Ah) = < )\q J
die nach Algorithmus 4.5 berechnete Rang-J-Approximation an die gewichtete

Matrizfunktion fq(7'2c2Mh_1Ah). Dann ist die Giite der Ndherung
far(T2E M AR) (M) Ap)T v
an f(Tzc2M,;1Ah) v unabhingig von q.

Beweis: Sei M, 'A, = VDV ! mit den EW D = diag()\1,...,Ay) und den
EV V = [vq,...,vn] von M, ' A;,. Dann gilt mit v = SN pivi

fa (T2 My Ap) (M P AR) v =
ul
I ) DL vDw L YN pivi =

i=1 q
J )\j Vi uj

j(uTv;)eT
ZJ f(r22N)) vi(ujvj)e; sz\il )\gpzez = (53)

- q
J_]- )\j VJTLI]'

J f(7'202/\j)
Zj:l )\;1

Sy pif (F2EEN)V;

Vj )\;ij =
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Die letzte Summe in (5.3) ist unabhéngig von ¢, woraus unmittelbar die Be-
hauptung folgt. In (5.3) wurde die leicht nachzuweisende Tatsache benutzt, dass
ein REV und ein LEV zu paarweise verschiedenen EW stets orthogonal zuein-
ander sind. O

Fazit:

1. Die Approximationsgiite des Matrix-Vektor-Produkts f(r2c¢2M, A v
ist allein durch die Anzahl J und die GréSe der Koeffizienten p; und
der Eigenwerte f(72c2);) bestimmt (siehe die letzte Summe in (5.3)).

2. Der unseren Bediirfnissen am besten angepasste Kalkiil besteht in Spek-
tralzerlegung der Operatoren:

F2EM A = Y FEENEN
AEW von M ' Ay,

N
= ;f(TZCZAj) E()\;)

Dabei bezeichnet E(A) die Projektion auf den Eigenraum zum Eigenwert
A, dh. E(A\j)v=p;vj, 1 <j <N, firv= Z;Vﬂ PV

3. Die Unterrdume (vy,...,vy) sind viel geeignetere Kandidaten zur Appro-
ximation der Losung der hochfrequenten Wellengleichung als die Krylov-
unterrdume aus Abschnitt 3.1.

4. Es ist dasselbe, ob ich die Projektion auf den Unterraum (vy,...,vy) auf
Seiten der Anfangsdaten oder beim Operator durchfiihre:
Neben

T
viuz

J N
Zj:l f(7'2c2)‘j) vz"ujj D oim1 PiVi =

Sy pif (TN)V;

ist ndmlich auch

2 =1 f(TQCQ/\j)ﬁ Dim1 PiVi =
J
Zj:l ,Ojf(TZCZ)\j)Vj .
Somit kann nach erfolgter Projektion der Anfangsdaten auf (vi,...,v)

auf die explizite Berechnung der Rang-J-Matrizen gemif (4.56) vollstén-
dig verzichtet werden.

Zur Bestimmung der Koeffizienten p; (1 < j < J) eines Vektors v € RY in der
Eigenbasis von M, 1A, gehen wir nun folgendermaBien vor: Mit den REV v

und den LEV u; = Mjv; zum EW ); von M}leh sowie v = sz\il iV ist

N
(V,vidag, = (Viuy)a =D pilviu)e = pi(vj, )2 = pi(vj, vidag,, 1 <j < J

i=1
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und damit

<V7Vj >Mh
(Vi Vi) m,
Der Aufwand zur Berechnung der Koeffizienten p;, 1 < j < J, belduft sich
— nach ein fiir alle Mal erfolgter Berechnung der J Matrix-Vektor-Produkte
Mj,v; und Skalarprodukte (v;, Mpv;)2 — auf die J Skalarprodukte (v, Mjv;)2
und betréigt somit J(2N — 1) flops.

pj = V1<j<lJ. (5.4)

5.1.1 Der Gautschi-Algorithmus im Frequenzraum

Sind die zu den Anfangsdaten und der Inhomogenitéit gehorigen Koeffizien-
ten bzgl. der EV vi,...,v; von M{lAh einmal berechnet, kann der Gautschi-
Algorithmus vollsténdig im Frequenzraum abgewickelt werden.

Im Folgenden meinen wir aus Bequemlichkeitsgriinden mit dem Koeffizienten-

vektor p(*) nur dessen erste J Koeffizienten pg-'), 1<3<J.
Algorithmus 5.2 (Gautschi-Algorithmus im Frequenzraum)

1. Berechnung der zu den Anfangsdaten und zur Inhomogenitdit gehérigen
Koeffizientenvektoren p(®0), p(0) ynd pfo)

2. Berechnung von p™) und p(®)

pgul) = cos(Tcr/A)) pguo) + 7Y(T2c2N) pg-ﬁo) + 3720 (72c2))) pg-fo),
pgm) _ COS(TC\/)\_J') pguo) 4 T¢(7202)\j)(—02)\jp§-uo) 4 ngO))
(5.5)
firl<j<J

3. Berechnung von p) n > 1, und damit Lésung der folgenden Drei- Term-
Rekursionen fiir die Koeffizienten der diskreten Liosung der 2D Wellen-
gleichung und ihrer Ableitung:

Uup Un Up— Un fn
Pt = 2p() — p{tt) 4 20 (72620 (— 2yl 4 o),

/ (5.6)
1, iy — n fr
p§u +1) _ p§u vy 2T@[)(T202>\j)(—c2)\jp§.u )y pg ))
firl<j<Jundn>1.
Damit sind die Losungsvektoren u, 1 und 1,41 zum Zeitpunkt ¢,11 = (n+1)7
approximativ durch

J
J un,
ul)) =3 plitly, (5.7)
j=1
und
J) . (ng1)
. u,
u’EL-f—l = ZPJ' v (5.8)
j=1
gegeben.
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Man beachte, dass die mittels Algorithmus 5.2 konstruierte Losung ug{l) =

Z}’:1 pg-u")vj mit der Projektion der Losung des N-dimensionalen Gautschi-
Algorithmus auf (vy,...,v;) C IR iibereinstimmt. Dies liegt einfach daran,
dass die Entwicklung der zu den einzelnen Frequenzen gehorigen Teilwellen un-
abhingig voneinander durch die Wellengleichung beschrieben wird:
Mit up, = Z;V: 1 pg.uh)vj und f}, = Zjvz 1 pg.f")vj gilt ndmlich in der Knotenbasis

uy + C2M;L_1Ahuh =f, <<

N [ (up) -1 (un) _ N (f)
>oit (pjuh + M, Ah,oju" )vj =2 jo1p; Vi = (5.9)

.. f y
p§uh) +c2)\jpjuh) _ p§ W1<j<N

Fazit:

1. Der urspriingliche Gautschi-Algorithmus im IR™ zerfiillt im Frequenzraum
in N eindimensionale Drei-Term-Rekursionen (siehe (5.9)). Dies erleich-
tert die im néchsten Abschnitt vorzunehmende Konditionsanalyse erheb-
lich.

2. Wir 16sen nun J dieser N eindimensionalen Drei-Term-Rekursionen und
konstruieren daraus die approximativen Losungsvektoren (5.7) und (5.8).

3. Aufwand und Approximationsgiite sind unabhiingig vom Produkt ¢ (sie-
he (5.5) und (5.6)). Es besteht keine Einschréinkung von 7 durch ¢~! und
h. Die Unabhéngigkeit der Approximationsgiite von h ist dadurch gege-
ben, dass die Eigenvektoren v; = vi; von M, YA, fir h — 0 gegen die
Funktionen vy (z,y) = sin(krx) sin(Iry) auf Q = (0,1)? und damit auch
all die Koeffizienten p; gegen die entsprechenden Grenzwerte konvergie-
ren.

4. Allein die Glattheit der Anfangsdaten uy und g sowie der Inhomoge-
nitdt f ist — abgesehen vom Diskretisierungsfehler durch den Gautschi-
Algorithmus fiir nicht-konstantes f — entscheidend fiir die Approximati-

onsgiite der Losungen uﬁl‘]) und ﬁle): Je glatter die Anfangsdaten, d.h.
(uo0) (o)
J J
klingen, umso weniger EW und EV von M, L Aj, werden benétigt, um eine
bestimmte relative Genauigkeit zu erreichen.

Mit unserem Verfahren kénnen also niederfrequente Anfangsdaten im Ort
bei hohen Frequenzen in der Zeit gut behandelt werden. Dabei ist zu be-
achten, dass zur Auflésung hochfrequenter Funktionen im Ort ein duflerst
feines Gitter notwendig ist, und je kleiner A ist, umso mehr EW und EV
von M, 1 Aj, sind mit den in Abschnitt 4.2.2.1 bestimmten Niherungen
als Shift in H-Arithmetik berechenbar.

je schneller die Koeffizienten p und p mit wachsendem Index j ab-

5. Liegen nicht-glatte Anfangsdaten vor, kénnen diese auf dem vorgegebe-
nen Gitter durch glatte approximiert werden und darauthin die Wellen-
gleichung fiir die approximierten glatten Daten geldst werden.
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6. Nach erfolgter Berechnung der J kleinsten EW und EV von M, LAy, lisst
sich die Losung der Wellengleichung fiir verschiedene Anfangswerte, rech-
te Seiten, Zeitschrittweiten 7 und Wellengeschwindigkeiten ¢ mit O(JN)
flops pro Zeitschritt zur Bestimmung von p(f») berechnen (siehe (5.6) und
die Aufwandsermittlung fiir die Berechnung des Koeffizientenvektors p(fr)
im Anschluss an (5.4)).

V=57 08 vl oo
J in der durch (-,-)ps, induzierten
Vi, Mk

Norm || - ||ar, = /() m, ldsst sich erkennen, ob ein Anfangsdatum den
gestellten Glattheitsanforderungen entspricht, oder ob die Anzahl der Fre-
quenzen im Ort zur besseren Approximation von v erhdht werden muss.

7. Am relativen Fehler

5.1.2 Numerische Beispiele zur 2D Wellengleichung

Die folgenden numerischen Beispiele bestétigen die soeben gezogenen Schliisse
zur Glattheit der Anfangswerte, wobei die Losung der 2D Wellengleichung zu
gegebenen Anfangsdaten und Inhomogenitit jeweils fiir ¢ = 10° und ¢ = 10°
berechnet wurde:

Beispiel 1: (siehe die Abbildungen 5.1 bis 5.4)
’LL()(CUl,CUQ) = (El((El — 1):62((]32 — 1),

to(x1,22) = bxi(x1 — 1)za(22 — 1) und

f=0.

Beispiel 2: (siehe die Abbildungen 5.5 bis 5.8)
ug(w1,z2) = 0.1exp(—100 ((0.2 — z1)% + (0.2 — z2)?)),
to(z1,22) = z1(1 — 1)z2(29 — 1) und

f=0.

Beispiel 3: (siehe die Abbildungen 5.9 bis 5.12)
uo(x1,2) = sin(27z1) sin(3wxa),

Uo(x1,2) = cos(4mzxy) cos(bmxy) und

f =10.

Wegen f = const. liefert der Gautschi-Algorithmus fiir die Beispiele 1 bis 3 die
exakte Losung der semidiskreten 2D Wellengleichung im FE-Raum V}, (siehe
Abschnitt 2.4.2, Eigenschaft 3). Der Diskretisierungsfehler im Ort durch Pro-
jektion auf Vj, ist in den Abbildungen 5.1, 5.2, 5.5, 5.6, 5.9 und 5.10 durch
eine gerade, gestrichelt gepunktete Linie gekennzeichnet, wéhrend alle iibrigen
Linien die algebraischen Fehler der H-Approximationen in (vi,...,vy) an die
exakten FE-Losungen darstellen.

Die Tatsache, dass der relative Diskretisierungsfehler im Ort der exakten FE-
Losung fiir ¢ = 10° bei 100% liegt, ist eine Folge der zu ¢ direkt proportionalen
Kondition der Losung der Wellengleichung (siehe Abschnitt 2.3).
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N=487, 8p=2, k=2p,,;+6, =1, c=10" N=482, 8p=2, k=2p,+6, 1=1, c=10°

7ol Fefter dor Pra, von , a G esten IV

__ rel. Fehler der Proj, der exakten FE-Loesung y () auf die ersten J EV
... rel. Fehler der H-Loesung u()in v,

vel. Ortsdiskretisierungsfefir von u

o el Fefiler der Pro]. von y auf e ersten JEV

L . ., Tel. Onsdiskretsierungsfehler der exakien FE-Loesung u, () 10
_ _ el. Fehler der Proj. der exakten FE-Loesung u () auf die ersten J EV
. el. Fehler der H-Loesung .@(‘) inv,
_ rel. Ontsdiskretisierungsfehler von
., rel. Orisdiskretisierungsfehler der exakten FE-Loesung u ()

10" 107"

rel. Fehler
rel. Fehler

.
10’ 10" 10° 10° 10 10
# Eigenwerte J # Eigenwerte J

Abbildung 5.1: Relativer algebraischer Fehler der Projektion des Anfangswerts
ug und der Projektion der exakten FE-Losung up(t) auf (vi,...,vs) sowie
relativer algebraischer Fehler der H-Losung uELJ) (t) = Z‘]-Izl pgu" (t))vj in V3 und
relativer Diskretisierungsfehler im Ort von ug und der exakten FE-Losung uy ()
zum Zeitpunkt ¢t = 1 in || - ||z2 fiir ¢ = 10° (links) sowie ¢ = 10° (rechts) zu
den Anfangsdaten ug(z1,22) = z1(z1 — 1)za(z2 — 1) und do(x1,22) = 5x1(T1 —
1)zo(x2 — 1) und der Inhomogenitit f = 0.

eff .

N=48%, 8p=2, k=2p_+6, t=1, c=10" N=487, 8p=2, k=2p 6, t=1, ¢=10°
.

7ol Feffer do Prg von U af G esten I EV | OO
_ _ rel. Fehler der Proj, der exakten FE-Loesung u;(1) auf die ersten J EV

... rel. Fehler der H-Loesung u() in v,

__ rel. Ontsdiskretiserungsfehler von u

o

rel. Fehler
rel. Fehler

el Fefer der Pro}, von Uy au die ersten J EV

_ _ rel. Fehler der Proj. der exakten FE-Loesung (1) auf die ersten J EV

. rel. Fehler der H-Loesung u‘h”m inv,

__ rel. Ortsdiskretisierungsfeher von u,

0 . 2 w! 0 1 2
10 10

# Eigenwerte J # Eigenwerte J

Abbildung 5.2: Relativer algebraischer Fehler der Projektion des Anfangswerts
U und der Projektion der exakten FE-Losung up(t) auf (vi,...,vy) sowie
relativer algebraischer Fehler der H-Losung 1'12”7) (t) = 25'7:1 pgﬁh (t))vj in V3, und
relativer Diskretisierungsfehler im Ort von 1y zum Zeitpunkt ¢ = 1in ||- || 2 fiir
¢ = 10° (links) sowie ¢ = 10° (rechts) zu den Anfangsdaten ug(x1,z2) = =1 (71 —
1)xa(za — 1) und do(x1,z2) = 5z1(z1 — 1)x2(r2 — 1) und der Inhomogenitét

f=0.
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Abbildung 5.3: Koeffizientenvektor ug der L2-Projektion ug, des Anfangswerts
uo(x1,2) = z1(x1 — 1)z2(22 — 1) auf Vj, (links) und Projektion von ug auf die
EV zu den J = 98 kleinsten EW von M, ' A4, (rechts).
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Abbildung 5.4: Exakte FE-Losung uy(t) fiir ¢ = 10° (links oben) und ¢ = 10°
(links unten) sowie H-Losung ué‘]) (t) = Z}-le pg-uh(t))vj mit J = 98 in V}, fiir
c = 10° (rechts oben) und ¢ = 10° (rechts unten) zum Zeitpunkt ¢ = 1 zu den
Anfangsdaten ug(z1,z2) = x1(x1 — 1)x2(xe — 1) und do(z1,z2) = Sz1(21 —
1)zo(xz2 — 1) und der Inhomogenitit f = 0.
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Abbildung 5.5: Relativer algebraischer Fehler der Projektion des Anfangswerts
ug und der Projektion der exakten FE-Losung up(t) auf (vi,...,vs) sowie
relativer algebraischer Fehler der H-Losung uELJ) (t) = Z‘]-Izl pgu" (t))vj in V3 und
relativer Diskretisierungsfehler im Ort von ug und der exakten FE-Losung uy ()
zum Zeitpunkt ¢t = 1 in || - ||z2 fiir ¢ = 10° (links) sowie ¢ = 10° (rechts) zu
den Anfangsdaten ug(z1,72) = 0.1exp(—100((0.2 — x1)% + (0.2 — x2)?)) und
to(x1,2) = x1(x1 — 1)z2(22 — 1) und der Inhomogenitit f = 0.
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_ _ el. Fehler der Proj, der exakien FE-Loesung u; 1) aufdie ersten J EV __ rel. Fehler der Proj.der exakten FE-Loesung uj ) aufdie ersten J EV
... el. Fehler der H-Loesung u’(g in v, .., rel. Fehler der H-Loesung u‘h”m inv,
_ el Orisdisketisierungsfebler von __ rel. Ortsdiskretisierungsfeher von u,
0 i 0 i 2 w! 0 1 2
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Abbildung 5.6: Relativer algebraischer Fehler der Projektion des Anfangswerts
U und der Projektion der exakten FE-Losung up(t) auf (vi,...,vy) sowie
relativer algebraischer Fehler der H-Losung 1'12”7) (t) = 25'7:1 pgﬁh (t))vj in V3, und
relativer Diskretisierungsfehler im Ort von 0y zum Zeitpunkt ¢t = 1 in || - ||z2
fir ¢ = 10° (links) sowie ¢ = 10° (rechts) zu den Anfangsdaten wug(z1,7s) =
0.1exp(—100((0.2 — 21)2 + (0.2 — 22)?)) und g(z1, 72) = z1(21 — 1)z2(T2 — 1)
und der Inhomogenitit f = 0.
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Abbildung 5.7: Koeffizientenvektor ug der L2-Projektion ug, des Anfangswerts
ug(z1,2) = 0.1exp(—100 ((0.2 — z1)? + (0.2 — x2)?)) auf V}, (links) und Pro-
jektion von ug auf die EV zu den J = 98 kleinsten EW von M, ' A4, (rechts).
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Abbildung 5.8: Exakte FE-Losung uy(t) fiir ¢ = 10° (links oben) und ¢ = 10°
(links unten) sowie H-Losung ué‘]) (t) = Z}-le pg-uh(t))vj mit J = 98 in V}, fiir
c = 10° (rechts oben) und ¢ = 10° (rechts unten) zum Zeitpunkt ¢t = 1 zu
den Anfangsdaten ug(x1,z2) = 0.1exp(—100((0.2 — z1)? + (0.2 — 22)?)) und
to(z1,22) = z1(z1 — 1)z2 (29 — 1) und der Inhomogenitéit f = 0.
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Abbildung 5.9: Relativer algebraischer Fehler der Projektion des Anfangs-
werts up und der Projektion der exakten FE-Losung up(t) auf (vi,...,vy)
sowie relativer algebraischer Fehler der H-Losung uELJ) (t) = Z‘jjzl pg.uh(t))vj
in V und relativer Diskretisierungsfehler im Ort von ug und der exakten
FE-Losung uy(t) zum Zeitpunkt ¢ = 1 in || - ||z2 fiir ¢ = 10° (links) sowie
c = 10° (rechts) zu den Anfangsdaten wug(x1,z2) = sin(27z1)sin(37ze) und
to(x1,2) = cos(4mxy) cos(5mxy) und der Inhomogenitit f = 10.
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Abbildung 5.10: Relativer algebraischer Fehler der Projektion des Anfangs-
werts 09 und der Projektion der exakten FE-Losung u(t) auf (vi,...,vy)
sowie relativer algebraischer Fehler der H-Losung ul”) (t) Z}’:1 pg-uh(t))vj in

h
Vi, und relativer Diskretisierungsfehler im Ort von 0y zum Zeitpunkt ¢ = 1

in || - ||z2 fiir ¢ = 10° (links) sowie ¢ = 105 (rechts) zu den Anfangsdaten

uo(x1,z2) = sin(2mx;) sin(37xs) und do(x1, x2) = cos(4dmzy) cos(bmre) und der
Inhomogenitat f = 10.
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Abbildung 5.11: Koeffizientenvektor ug der L2-Projektion ug;, des Anfangswerts
uo(x1,2) = sin(27zy ) sin(3wzy) auf V3, (links) und Projektion von ug auf die
EV zu den J = 98 kleinsten EW von M, ' A4, (rechts).
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Abbildung 5.12: Exakte FE-Losung up(t) fiir ¢ = 10° (links oben) und
. . .. J J .

c = 10° (links unten) sowie H-Losung UEL )(t) =D i lpguh( ))vj mit J = 98

in Vj, fiir ¢ = 10° (rechts oben) und ¢ = 10° (rechts unten) zum Zeitpunkt

t = 1 zu den Anfangsdaten ug(z1,x2) = sin(27z1) sin(37ze) und ug(z1,x2) =

cos(4mzy) cos(bmxe) und der Inhomogenitét f = 10.
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5.1.3 Energieerhaltung fiir die H-Gautschi-L6sung

Wir priifen nun zum Abschluss dieses Abschnitts die Energieerhaltung der nach
Algorithmus 5.2 ermittelten FE-Losung uj der homogenen 2D Wellengleichung.
Die Wellengleichung erhélt die Gesamtenergie

Eges(t) = Brin(t) + Epor(t) = 5llun(®)]|72 + 5 un(t)3n
= 5(u(t), (1)), + 3¢ (un(t), un(t)) a, (5.10)
= (Mp1p(t), 05(t))2 + 32 (Apup(t), un(t))s
genau dann, wenn
Bacs (1) = (Myiin(t), 0n ()2 + {Apup(t), 1y (t))2
= ({ip(t) + M, Apug (), n(8)ag, = (Ea(t), n () ar, =0

ist.

Die numerischen Beispiele in Abbildung 5.13 bestétigen die exakte Erhaltung
der Gesamtenergie (5.10) fiir die Gautschi-Losung (5.7) und (5.8) iiber je 10000
untersuchte Zeitschritte hinweg fiir ¢ = 10° und ¢ = 10°.
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Abbildung 5.13: Kinetische Energie Ej;,, potentielle Energie E,, und Gesam-
tenergie Eges = Egin + Epor fiilr 7= 1073, ¢t € [0,10] und ¢ = 10° (links) sowie
c = 10° (rechts) zu den Anfangsdaten ug(x1,z2) = 0.1exp(—100((0.2 — x1)% +
(0.2 — 22)?)) und tg(x1,22) = —x1(z1 — 1)x9(22 — 1) und der Inhomogenitiit

f=0.

5.2 Sensitivitidtsanalyse der diskreten L6sung der 2D
Wellengleichung

Zur Ermittlung der diskreten Losung der 2D Wellengleichung sind die

eindimensionalen Drei-Term-Rekursionen aus Algorithmus 5.2 zu l6sen.

Wir werden nun untersuchen, wie sich Stérungen in den Anfangsdaten und
in den Koeflizienten dieser Drei-Term-Rekursionen auf deren Losung auswirken.
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Seien also die inhomogenen Drei-Term-Rekursionen
plin+1) = 9p(un) _ p(un—1) 4 TQJ(TQCZA)(_CZAP(“") + p(f")), n>1 (5.11)
mit den Anfangswerten p("0) und p(™) sowie
pOn1) = p(an—1) 4 9 (722 N) (=2 ApM) + pEn)y > 1 (5.12)

mit den Anfangswerten p(%) und p(81) gegeben. Dabei steht p() stellvertretend
fiir die Koeffizienten pg'), 1 <j < J, und A fiir den entsprechenden EW A; von
M h 1Ah.

Wir betrachten nun analog zur Vorgehensweise in [5, Seite 161 ff.] die Drei-
Term-Rekursionen (5.11) und (5.12) als Abbildungen, die den Anfangswerten
p(“o), p(ul) und p(®) | p(M) sowie den GroBen A und p(fr) als Eingabegrofen die
Werte p("n+1) und p(i=+1) n > 1, als Resultate zuordnet. Da in jedem Schritt
nur zwei bis drei Multiplikationen und Additionen durchgefiihrt werden, deren
Stabilitdt nachgewiesen ist (siehe [5, Seite 46, 47]), ist die Ausfithrung der
Drei-Term-Rekursionen (5.11) und (5.12) in Gleitkommaarithmetik stabil.
Uber die numerische Brauchbarkeit entscheidet also nur die Kondition der
Drei-Term-Rekursionen (5.11) und (5.12).

Zu deren Analyse seien nun die gestérten Anfangswerte p(10) = p(0) 4 A p(1o),
ﬁ(ul) — p(ul) _|_ Ap(ul) Pnd ﬁ(ﬁO) — p(ﬁo) + Ap(ﬁo)’ ﬁ(ﬁl) — p(ﬁl) + Ap(ﬁl) SOWie
die gestorten GroBen A = XA + AX und pf) = pfn) 1 Apr) gegeben. Seien
ﬁ(“"+1) und ﬁ(ﬁ”+1) die Losungen der gestérten Drei-Term-Rekursionen

plant1) = 950un) _ 5n-1) 4 225(7223) (=2 Xp) 4 5E)) > 1 (5.13)

mit den Anfangswerten 5("0) und (™) sowie

ﬁ(ﬁn+1) — ﬁ(ﬁnfl) + 27¢(T2025\)(—025\ﬁ(u”) + ﬁ(fn))’ n>1 (5.14)
mit den Anfangswerten 5(%) und (%), Dann geniigen die Fehler Ap(tn) :=
plun) — plun) ynd Ap(in) = plEn) _ 5(8n) den inhomogenen Drei-Term-
Rekursionen

Ap(un+1) — 2Ap(un) _ Ap(unq) +2A (0’(7’202)\)(—62)\;)(“") + p(fn)))
= 2Ap(un) _ Ap(unq) + 72A0(72c2)\)(—c2)\p(%) i p(fn)) 4

20 (122 )\) (—02 (A)\p(“n) + )\Ap(“n)) + Ap(fn))

= QCOS(TC\/X)A,O(U”) — Ap(“n—l) + TQE("), n>1

(5.15)
mit
2:2)) (—2ANpE) 4 ApE) (5.16)
o(T22N) (=2 ArpM) + Apltn))
und
Ap(ﬁn+1) — Ap(ﬁn—1)+2TA (¢(7202)\)(_C2>\p(un)+p(fn)))
= Apn=1) £ 27 Ap(T22N) (—2Ap(Un) - p(n)) 4 (5.17)

27_1/}(7_202)\) (—CQ(A)\,O(U”) + )\Ap(un)) + Ap(fn))
= Apltn-1) 4 27 >1
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mit
EM = Ap(r2EN)(—2Aplt) + pfn)) 4

5.18
Y(r2eN) (= (ANl + AAp)) + AplFn)) o1

Um die Rekursionen (5.15) und (5.17) zu starten, bendtigen wir neben Ap(to)
und Ap(®) auch noch die Fehler Ap(1) und Ap(®1), Diese ergeben sich — analog
zu den Rekursionen (5.15) und (5.17) — aus der Konditionsanalyse fiir die Werte
u; und 1 zu

ApM) = cos(rev/A) Ap(0) 1+ A cos(rev/ ) pto) 4
( C )Ap UO + TAw( 2)\) p(UO) (519)
§r2Ao(20N) 0 1 r2a(r2e2h) Al

und

Aptt) = cos(rev/A) Apt™) 4+ A cos(rev/A) po
TA¢(T262)\)(—02AP(UO) +p(f0)) + (520)
T(T2c2N) (_CZ(A)\p(uo) + )\Ap(uo)) + Ap(fo)) .
Dabei ist
Acos(teV)) = % cos(tev/ ) - AX
= - sin(Tcx/_) 7_01(\/_)71 AV
= _—7- c w( ) AN,
Ao(r2h) = 24 (%f)) A
2% 72¢24h(12¢2 N) 7262 A— (1—cos(Tev/A)) 722
(TZCZ)\)Z
(W (T2EN) — o(T22N)) - AX

WAD

und

BN = () -
_ cos(rev/A) red (VX) 1 revA—sin(revA) Ted (VA) T AN

T2c2)\

= Alcos(revR) —(r2eN) - A,

Nun gilt fiir die Anfangswerte der inhomogenen Drei-Term-Rekursionen (5.15)
und (5.17)

Apwo) = 72p1),
Apm) = 2cos(tev/A)Ap) 4 2E0)  —
2EO) = Ap() —2cos(tev/N)Ap(o)
und .
Aplo) = 271,

Apm) = 97 E©)
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Die Losungen der inhomogenen Rekursionen (5.15) und (5.17) lassen sich nun
durch Superposition geméif

Ap(Un+1) — 72 Z E(j)Wn—j (5.21)
(vgl. Lemma 2.7) und

j=—1

(vgl. Lemma 2.10) gewinnen mit den in Abschnitt 2.4.3 bestimmten diskreten
Greenschen Funktionen

W j = (sin(n — j + 1)7eVN) (sinteVA) L, n>j
der Drei-Term-Rekursion (5.15) und

W — 1 fallsn=yj5,7+2,...
"0 fallsn=j+1,7+3,...

der Drei-Term-Rekursion (5.17).

Die diskreten Greenschen Funktionen W,,_; und Wn_j geben also an, wie die
Inhomogenititen 72EU) und 2rEW | die die absoluten Eingabefehler im j-ten
Rekursionsschritt darstellen, in den Endresultaten verstarkt werden.

Nun gilt

(W] = |(sin(n — j + D)7eVA) (sinTevVA) 7 < —j + 1,

d.h. es liegt schlechtestenfalls lineare Fehlerverstiarkung in der Anzahl der
Rekursionsschritte vor.

Weiter ist \Wn_j| < 1; da in EU jedoch Ap() linear eingeht, ist die Entwick-
lung von Ap(%) eng an jene von Ap(W) gekoppelt.

. . (up41) . (A1) . ..
Die relativen Fehler §(Wn+1) .= 22" yynq g(n+1) .— A2 "0 5600 die inho-

p(un+1) p(ﬁn+1)
mogenen Drei-Term-Rekursionen
glunsn)  2€05TeVNpM) iy p ) s s (5.23)
p(un+1) p(un+1)
zu den Anfangswerten
0(“0) — 7—26(_1) ,
plur) — %\/S)p(“o) g(uo) 1 72,(0)
mit €™ = %, n > 1, und
p n+1
R p(ﬁnfl) .
plintt) = Zos glin=t) 27 > 1 (5.24)
p n

131



zu den Anfangswerten
glio) = 27e(=1)

pl)  —  9-¢£(0)
mit ¢ = L9 > q,
p Up+1
Daher gilt
n
punt1) — 2 Z e(j)rn,j (5.25)
j=—1
. plUi+1)
mit r,_; = Py Wiy—j und
n .
0(un+l) —9r Z é(J)fan—j (526)
j=—1
Lo (0541) .
mit r,_; = m n—j-

Die Funktionen r,_; und 7,_; beschreiben nun offensichtlich die Verstérkung
der relativen Fehler und kennzeichnen somit die relative Kondition der Drei-
Term-Rekursionen (5.15) und (5.17).

5.3 Losung der Wirmeleitungsgleichung und der
Schrédingergleichung

Wir haben in Abschnitt 5.1 zunéchst den Gautschi-Algorithmus zur Lésung der
in der Knotenbasis gegebenen diskreten 2D Wellengleichung auf die Eigenrdume
zu den kleinsten EW von M, L Aj, projiziert und dann die daraus resultierenden
eindimensionalen Drei-Term-Rekursionen separat gelost.

Wir werden nun versuchen, mit derselben Losungsstrategie zwei weitere PDEs
zu 16sen, die Wiarmeleitungsgleichung und die Schrédingergleichung.

5.3.1 Die 2D Wairmeleitungsgleichung
Die 2D Warmeleitungsgleichung

o+ Au = f, u(0) =up € L*(Q) (5.27)

mit f € L2(Qr), Qr := (0,T) x Q, besitzt die Lésung

w(t) = exp(—tA) ug + / exp(—(t — s)A)f(s)ds
0

(siche Kapitel 4 bzw. [14, Seite 10]).
Wir approximieren als Erstes den Losungsvektor Wyom (t) = exp(—tM, ' 4,) ug
der homogenen Wirmeleitungsgleichung in der Knotenbasis {1,/);1};\[:1 von Vj,

ay, + Mh_lAhuh =0, uh(O) =Uug € ]RN (5.28)
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durch Projektion auf (vq,...,vy):

Upom(t) = exp(—ch_lAh) ug
N 5.29
= '21 exp(—t)\j)pg-uo)vj (5:29)
]:
lésst sich fiir hinreichend grofles ¢ > 0 hervorragend durch
uhom Z exp(—tA;) ) (5.30)

annahern.

Im Gegensatz zur Losung der homogenen Wellengleichung liegt hier ein expo-
nentielles Abklingverhalten der Koeffizienten des Losungsvektors uponm,(t) vor,
d.h. die Losung upem(t) ldsst sich fiir hinreichend grofies ¢ > 0 fiir beliebige

Anfangswerte ug sehr genau durch den Koeffizientenvektor in (5.30) angeben.
U-;{Qn( t) kann nun analog zu Algorithmus 5.2 folgendermaflen berechnet werden:

Algorithmus 5.3 (Hom. Wirmeleitungsgleichung im Frequenzraum)
1. Berechnung des Koeffizientenvektors p(uo) zum Anfangswert ug

2. Berechnung der zur Losung Upom(t) gehorigen Koeffizienten
p§uhom(t)) = exp(—tA; ) (uo0)
firl<j<J.

Damit ist der Losungsvektor upopm,(t) zum Zeitpunkt ¢ approximativ durch

u,wm Z p(u""’"(t (5.31)

gegeben.

In Abbildung 5.14 werden die relativen Fehler der mittels Algorithmus 5.3 be-
rechneten Losungsvektoren verglichen mit den exakten FE-Losungen zu den
Anfangsdaten wug(z1,22) = z1(x1 — 1)ze(xze — 1) (links) und wup(z1,z2) =
0.1exp(—100((0.2—z1)%+ (0.2 —2)?)) (rechts) fiir t = 10°, 1072 und 10~* gra
phisch dargestellt. Der Diskretisierungsfehler im Ort ist wiederum durch eine ge-
rade, gestrichelt gepunktete Linie gekennzeichnet. Wihrend fiir ¢ = 10° bereits
eine Rang-1-Approximation fiir hohe relative Genauigkeit reicht, miissen fiir
kleiner werdendes ¢ immer mehr EW zum Erreichen einer bestimmten Approxi-
mationsgiite hinzugezogen werden. Fiir t — 0 gilt namlich exp(—tM, T4,) =1,

d.h. mit obigem Ansatz néhert sich die relative Genauigkeit von ugign(t) =

o)y
Z;’ Lexp(—tA;)p (-uo)vj fiir ¢ — 0 dem Wert 120" 2=12 Vil (also jener von

lluollazy,
J
uf) = L, o)
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Abbildung 5.14: Relativer algebraischer Fehler der Projektion des Anfangswerts
ug und der Projektion der exakten FE-Losung up(t) auf (vi,...,vs) sowie
relativer algebraischer Fehler der H-Losung ué‘]) (t) ijl pguh(t))vj in V,
und relativer Diskretisierungsfehler im Ort von ug und der exakten FE-Losung
uy,(t) zum Zeitpunkt ¢ = 10° (oben), ¢t = 1072 (Mitte) und ¢ = 10~* (unten)
in || - ||z2 zu den Anfangsdaten ug(z1,z2) = z1(x1 — 1)x2(xy — 1) (links) und
ug(w1,z2) = 0.1exp(—100 ((0.2 — x1)% + (0.2 — 22)?)) (rechts).
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Der Koeffizientenvektor
t
part () = / exp(—(t — 5) M Ap)Ea(s)ds (5.32)
0

der partikuldren FE-Losung

tpar () = / exp(—(t — ) AL)(Qnf)(s)ds (5.33)
0

der auf V}, projizierten inhomogenen Wiarmeleitungsgleichung lisst sich nun mit
Hilfe der nach Algorithmus 4.5 konstruierten Rang-J-Approximation

A
viu;

— 5.34
vauj (5.34)

expy(—(t — s)M; 'Ap) = Zexp (t—9)A;)

an exp(—(t — s)M, ' A) wie folgt durch u;(mlt( t) néhern:

t

ulll (1) = / expy(—(t — s)M;, 1 Ap)E,(s)ds
0

9 =1 Vil =
J ¢

= Z /exp(—(t—s))\j)pgfh(s))ds \ei (5.35)
Jj=1 0

Zu dessen Berechnung sind also die J Integrale fg exp(—(t — s))\j)pgf"(s))ds
mittels numerischer Quadratur auszuwerten. Bedient man sich einer
Quadraturformel (QF) mit K + 1 paarweise verschiedenen Knoten
0=3590<s81 <...<S8Sg_1< 8k =tauf [0,t], miissen pro Auswertung der QF
(d.h. fiir jedes j € {1,...,J}) die K + 1 Koeffizienten pg.f"(s’“)), 0 <k<K,
berechnet werden. Damit belduft sich der Gesamtaufwand zur Berechnung von
(5.35) in fithrender Ordnung auf J(K + 1)2N flops fiir die Bestimmung der

J(K + 1) Koeffizienten p(fh(s’“))

Zusammenfassend lisst sich nun der folgende Algorithmus zur Berechnung der
Losung der inhomogenen Wirmeleitungsgleichung angeben:

Algorithmus 5.4 (Inh. Wirmeleitungsgleichung im Frequenzraum)

1. Berechnung des Koeffizientenvektors p(hem®) nach Algorithmus 5.8
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2. Berechnung der K + 1 Koeffizienten ,og»fh(sk)), 0 < k < K, und anschlie-

. ) K
Bende Anwendung der QF I : C[0,t] — R;I(f) = > vif(sk) zur Appro-
k=0

Timation von

t
I = /exp(—(t — s))\j)pgfh(s))ds (5.36)
0
durch «
£ fr(s
I =" yexp(—(t — si)Ag)pl ) (5.37)
k=0
firl<j<.J.
Damit ist der Losungsvektor w;ppom () zum Zeitpunkt ¢ approximativ durch
J
J J J om 7
uz(nzzom(t) = ungn(t) + u;a)rt(t) = Z ( §'Uh ©) + IJ) Vi (538)
j=1
gegeben.

5.3.2 Die 2D Schrédingergleichung

Zum Abschluss dieses Kapitels wenden wir uns noch kurz der 2D Schrodin-
gergleichung zu und bestimmen deren Lésung analog zum Vorgehen bei der
Wellengleichung und Wérmeleitungsgleichung.

Fiir die Losung der Schrodingergleichung
iu— Au =0, u(0) =ug (5.39)
gilt
u(t) = exp(—itA) ug, (5.40)

und fiir die H-Darstellbarkeit des zugehérigen Losungsoperators exp(—itA) das-
selbe wie fiir die Losungsoperatoren cos(tcy/A) und sin(tcv/A) der Wellenglei-
chung (vgl. Abschnitt 4.2.3).

Das Matrix-Vektor-Produkt uy(t) = exp(—itM, ' A;)uy kann wie folgt durch
Spektralzerlegung der Matrixexponentialfunktion zu

uy(t) = exp(—itM; ' A;)ug
= Vexp(—itD)V~1 Z;VZI pg-uo) Vj (5.41)
= Zévzl exp(—it)\j)pg-uo)vj

bestimmt werden. Damit bildet
J
ug‘]) (t) = Z exp(—it)\j)pg-uo)vj (5.42)
j=1

fiir niederfrequente Anfangswerte ug im Ort eine gute Approximation an (5.41).

(J)

: . . : luo =57 05 villar,
Der relative Fehler von u,”’(t) liegt dabei im Bereich von =

luollar,

i

dem relativen Fehler der Projektion von ug auf (vi,...,v ).
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Kapitel 6

Implementierung in der
Programmiersprache C

Zur Uberpriifung der Theorie in der Praxis wurde die gesamte H-Arithmetik
sowie die Algorithmen zur Losung der Wellengleichung und Warmeleitungsglei-
chung in C implementiert. Simtliche numerische Berechnungen in dieser Arbeit
wurden mittels dieser C-Routinen durchgefiihrt.

In diesem Kapitel werden wir die Grundziige der Implementierung in C kurz
und préignant darstellen. Die im Einzelnen behandelten Punkte sind

e das gewdhlte Speicherschema der H-Matrizen
e die rekursive Beschreibung der H-Operationen und H-Zerlegungen
e die L?-orthogonale Projektion auf den FE-Raum V}, in H-Arithmetik

e die Algorithmen zur Bestimmung von H-EW und H-EV des diskreten 2D
Laplace-Operators

e die Losung der 2D Wellengleichung und Warmeleitungsgleichung

Dabei wurden sémtliche von uns geschriebene C-Programme unter Einbindung
der BLAS- und LAPACK-Bibliotheken optimiert.

6.1 Die 2D Steifigkeitsmatrix und Massenmatrix als
‘H-Matrizen

Die 2D Steifigkeitsmatrix zum Differentialoperator —A auf dem regelméfig tri-
angulierten Einheitsquadrat mit homogenen Dirichlet-Randbedingungen bzgl.
der nodalen FE-Basis lautet bekanntermaflen

B -1
-1

-1 B

137



mit

B = e R™™
-1 4

und N = n?, die zur selben diskreten Basis gehérende Massenmatrix

C D_
12 . D
D, C
mit den n x n-Matrizen
6 1 1 1
1 1
1 6 1
1
und D_ = 1
1 1

Wir werden im Folgenden beschreiben, wie diese beiden FE-Matrizen auf
hierarchische Gestalt transformiert und in entsprechend strukturierter Weise
abgespeichert werden konnen. Sei dazu das regelmifig triangulierte Ein-
heitsquadrat gegeben (siehe Abbildung 3.2), welchem wir die regelméBigen
quadratischen Gitter mit der Gitterbreite (%)l und dem zugehorigen Level
[ > 0 einschreiben.

Die 4! Teilblscke
th={(z,y) eQi-N2<z<i2, j-1)2 <y<j27},

1 <14,j < 2!, des quadratischen Gitters vom Level I enthalten jeweils bestimmte
Knoten des Dreiecksgitters, wobei auf dem Rand eines Teilquadrats liegende
Knoten dem Quadrat links bzw. unterhalb des jeweiligen Knotens zugewiesen
werden: Ein Paar zweier Blocke té- und tim vom Level [ ist nun genau dann
zuldssig, wenn |i — k| > 1 oder |j —m| > 1 gilt (vgl. Abbildung 6.1).

Was die Anordnung der den einzelnen Teilquadraten von 2 entsprechenden
Indizes in einer H-Matrix M betrifft, gilt das in Bemerkung 1 nach Definition
3.4 Gesagte.
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tl

km

tl

Abbildung 6.1: Zuléssiges Paar zweier Blocke téj und tfkm vom Level [

Einen vollbesetzten Matrixblock M® = (a;;)

in der Form

1<i<m € IR™*™ speichern wir stets
1Zj<n

]
n
0

ail

amn

Die 0 im dritten Eintrag lisst erkennen, dass es sich bei M? um eine vollbesetzte

Matrix handelt.

Einen Rk-Matrixblock M® = ab” € R™ " mit a = (a;j)1<icm € R™* b =
1<5<k

(bij) 1<i<n € IR™** schreiben wir in der Form
1<k

m
n
k

Dabei beschreibt der dritte Eintrag k& den Rang der Rk-Matrix M?.

Die Speicherung einer H-Matrix erfolgt nun als rekursives struct array, das
durch die Vorschrift

struct block {struct block *bp; double *dp;} bl;
definiert ist. Durch

bl *h;
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wird der Zeiger h auf eine H-Matrix deklariert.

o Fiir p.sy = 0 entspricht die H-Matrix A = (ai;)1<i j<n einer vollbesetzten
Matrix: (*h) .dp zeigt auf das erste Element des double-Vektors

N
N
0

ail

GNN

o Fiir p. s = 1 entspricht die H-Matrix A = (A;;)1<4,j<4 einer 4x4-Blockmatrix.
Die 16 Teilblocke eines 4 x 4-Blocks werden immer spaltenweise von links oben
nach rechts unten durchnumeriert, d.h. (*h) .bp[0] . dp zeigt auf den vollbesetz-
ten Matrixblock A1y, (*h) .bp[1].dp auf Asi,..., (*h) .bp[15] .dp auf Ayy.

o Fiir p. ¢y = 2 entspricht die H-Matrix A = (A;;)1<i j<4 einer 4x4-Blockmatrix,
wobei jeder Block A;; wiederum aus 16 vollbesetzten bzw. Rk-Matrizen besteht.
(*h) .bp[k] .bp[m] .dp zeigt auf die (m+1)-te Blockmatrix des (k+1)-ten Teil-
blocks von A (0 < k,m < 15).

e Fiir p.yy > 3 werden nun die nicht zuléssigen Blécke (*h).bp[k].bp[m]
weiter partitioniert in die 16 Teilblocke (*h).bpl[k].bp[m].bp[nl, 0 <
n < 15, die zulédssigen Blocke durch die entsprechenden Rk-Matrizen
(*h) .bp[k] .bp [m] . dp besetzt.

e Die Nichtzulassigkeit eines Blocks (*h).bpl[k].bp[m] wird dabei durch
(*h) .bp[k] .bp[m] .dp[0]=0 gekennzeichnet, wihrend fiir einen zuldssigen
Block automatisch (*h) .bp[k] .bp[m].dp[0]>0 gilt (siche Abbildung 6.2).

Die Speicherung der Matrizen A, und M, als H-Matrizen erfolgt nun
blockweise rekursiv, wobei beim Block I x I — I bezeichne die gesamte Index-
menge — mit der Untersuchung auf Zuldssigkeit begonnen wird:

e Ist ein Block b = 7 x o C I x I zuldssig, d.h. entspricht er einer Rk-Matrix,
wird er mit einer Rk-Nullmatrix besetzt.

e Ist ein Block b = 7 x 0 C I x I nicht zuldssig und level(b) = pcsy, d.h.
entspricht er einer vollbesetzten Matrix, wird er mit dem entsprechenden
Teil der FE-Matrix besetzt.

e Ist ein Block b = 7 x 0 C I x I nicht zuldssig und level(b) < pesy, d.h.
entspricht er einem 4 x 4-Block, werden dessen 16 Teilblocke weiter auf
Zuléssigkeit untersucht.

6.2 Die approximierte H-Arithmetik in C

Eine der fundamentalen Eigenschaften aller approximierten H-Operationen ist
deren blockweise rekursive Struktur, die sich auch als wesentliches Merkmal
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h Zeiger auf bl

J

0 1 2 15

I
IR ]
o aw aln o] [w a]
U I l
IR ]

‘bp dp‘bp dp‘bp dp‘ ‘bp dp‘

DRV I
T I ]

Abbildung 6.2: h zeigt auf einen \-Block der hierarchischen Tiefe 3

in den entsprechenden C-Routinen wiederfindet. Die jeweiligen Operationen
auf den vollbesetzten bzw. Rk-Matrixblocken werden, soweit moglich, von
Funktionen der BLAS- und LAPACK-Bibliotheken ausgefiihrt.

Die Matrix-Vektor-Multiplikation einer 4 x 4-H-Blockmatrix mit einer Matrix,
deren Spalten den zu multiplizierenden Vektoren entsprechen, wird jeweils auf
16 Matrix-Vektor-Multiplikationen auf dem nichsthoheren Level zuriickgefiihrt.
Die ,,echten” Multiplikationen mit den zuléssigen Rk-Teilblécken bzw. den voll-
besetzten Teilmatrizen werden von der BLAS-Routine dgemm durchgefiihrt.

Die H-Matrix-Addition erfolgt ebenso blockweise rekursiv durch exakte Addi-
tion der vollbesetzten Blocke und Rk-Addition der Rk-Blocke (sieche Abschnitt
3.4.2). Dabei werden die exakten Matrixsummen mit der BLAS-Routine dax-
py berechnet. Pro Rk-Summe R; +pgi R zweier Rk-Matrizen Ry und Ry wird
ein unsymmetrisches 2k-dimensionales Eigenwertproblem mit der LAPACK-
Routine dgeev gelost. Die damit errechneten Eigenvektoren von RTR, R =
R1 + Ry, werden mittels orthogonaler Iteration bzgl. RT R nachverbessert, wo-
bei die erforderliche @ R-Zerlegung durch die LAPACK-Funktionen dgeqrf und
dorgqr erfolgt. Numerische Experimente haben gezeigt, dass ein bis zwei Nachi-
terationen i. Allg. vollsténdig ausreichend sind (siehe Abschnitt 3.2).

Die ‘H-Matrix-Multiplikation wird ebenfalls rekursiv realisiert durch Riick-
fiihrung auf ,echte Matrix-Matrix-Multiplikationen sowie exakte und Rk-
Additionen von je 4 vollbesetzten und Rk-Matrizen (siehe Abschnitt 3.4.3). Da-
bei werden die Multiplikationen von vollbesetzten und Rk-Matrizen durch die
BLAS3-Routine dgemm abgehandelt. Die Multiplikation einer Blockmatrix mit
einer Rk-Matrix entspricht einer Matrix-Vektor-Multiplikation derselben Block-
matrix mit dem entsprechenden k-spaltigen ,Vektor“. Die Rk-Abschneidungen

141



der Summe von 4 Rk-Matrizen unterschiedlichen Ranges und eines Rk-4 x 4-
Blocks zu einer Rk-Matrix sind analog zur Rk-Addition zweier Rk-Matrizen
aufgebaut. Die Rk-Abschneidung einer vollbesetzten Teilmatrix wird schlief3-
lich mit der LAPACK-Routine dgesvd berechnet.

Was die ‘H-Invertierung betrifft ist zu beachten, dass neben der approximierten
Addition von 4 H-Formaten bzw. von 4 vollbesetzten und Rk-Matrizen im Zuge
des 4 x 4-Block-GauB3-Algorithmus auch H-Summen von 3 sowie nur 2 Summan-
den (4 x 4-Blocke oder vollbesetzte oder Rk-Matrizen) benétigt werden. Diese
sind genau gleich strukturiert wie die entsprechenden H-Additionen von 4 Ma-
trizen. Die exakte Invertierung eines vollbesetzten Matrixblocks erfolgt durch
die LAPACK-Routinen dgetrf und dgetri.

Die Funktionen zur Losung der H-Vorwirtssubstitution mit einer mehrspaltigen
Matrix als rechten Seite sowie der H-Matrix-Vorwértssubstitution mit einer H-
Matrix als rechten Seite verwenden die LAPACK-Routinen dtrtrs und dtrsm,
die Funktionen fiir die respektiven Riickwértssubstitutionen kommen allein mit
der Routine dtrtrs aus.

Die hierarchische Cholesky-Zerlegung einer symmetrisch positiv definiten H-
Matrix wird unter Verwendung der LAPACK-Routinen dpotrf und dtrsm
berechnet. Die C-Funktion zur hierarchischen LDL”-Zerlegung ist jener fiir
die H-Cholesky-Zerlegung nachgebildet, wobei in Abwesenheit einer geeigneten
LAPACK-Routine zur LDLT-Zerlegung eines vollbesetzten symmetrisch inde-
finiten Matrixblocks eine dementsprechende Subroutine unter Verwendung der
LAPACK- und BLAS3-Routinen dtrsm, dgemm und dsyr2k in Anlehnung an
die Funktion dpotrf selbst geschrieben wurde.

Die in Abschnitt 3.4.7 vorgestellten Algorithmen 3.5 und 3.6 zur Berechnung
einer approximierten H-Q R-Zerlegung einer nichtsinguléren H-Matrix konn-
ten schliefflich allein unter Verwendung der C-Funktionen fiir die einzelnen H-
Operationen und H-Zerlegungen implementiert werden.

6.3 Die L?*-orthogonale Projektion von L?(f2) auf den
FE-Raum V),

Um die gegebenen Anfangswerte aus H}(2) bzw. L?(Q2) in die in Kapitel 5
erarbeiteten Losungsalgorithmen auf dem Raum V}, der stiickweise linearen C°-
Dreieckselemente einzubauen, benétigen wir noch eine Projektion von L?({2)
auf Vj,. In Abschnitt 2.1 haben wir dafiir die L?-orthogonale Projektion @, :
L3(Q)) — Vj, gewdhlt, d.h.

(u,vh)L2 = (Qhu,vh)Lz v Vp € Vh

fiir u € L2(Q).

Wir suchen nun die Koeffizienten (Qpu);j,1 < j < N, von Qpu € V}, in der
nodalen FE-Basis {@bg‘};vzl auf dem regelméflig triangulierten Einheitsquadrat
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Q, d.h.
N

Qnu =Y (Quu);¥f.

j=1
Sei u € L?(f2) gegeben. Dann gilt

(Qnu,vp) 2 = (MpQnu, vp)2
mit vy = Z;-V:l(vh)ﬂ/}? sowie

(Qrusvp)rz = (u,vn)r2 = (u, Z;y:1(vh)j¢?)m
= S VR ) e = {((w,¥h)2), va)a.
Also ist
MyQuu = ((u,9})12) (6.1)

und der Koeffizientenvektor Qpu nach Berechnung aller Skalarprodukte
(u,@b;»‘)LQ,l < j < N, durch Losung eines LGS mit der Massenmatrix M},
erhéltlich.

Bezeichne 7}, die regelmiBige Triangulierung von Q. Seien mit §,1 <73 <N,
sdmtliche inneren Gitterpunkte des regelméfligen Dreiecksgitters bezeichnet
(sieche Abbildung 6.3).

(k+3)h
E j+n- E j+n
(k+2)h
Ej—:l Zj Ej+1
(k+1)h
Ej—n Ej—n+ kh
(k-1)h

(-2h (-LDh 1h  (+Dh (+2)h

Abbildung 6.3: Tréger der nodalen Basisfunktion w;z

Dann ist & = (lh, (k + 1)h)T, wobei j = kn + [ mit geeigneten 0 < k < n — 1
und 1 <[ < n ist. Damit gilt

il = [whae = 3 [wstts = 3 [wsha.

TeT, Ty,
Q T g;er T

Wir definieren nun das Referenzdreieck
T:={&eQ:i,iy>0,0 4 i <1}
(siehe Abbildung 6.4) sowie die bijektive affine Abbildung

¢r: T — T;i — Bri + by mit Br € GL(2,IR).
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x>

x>

Abbildung 6.4: Standardelement 7' := {& € Q : &1, 29 > 0,21 + &9 < 1}

Fiir die Dreiecke T; (siehe Abbildung 6.5) gilt

Br, = hI,z = ¢1,(2) = h& + b mit b= <;2 ) 0<i,j<n,
fiir die Dreiecke T, (siehe Abbildung 6.5) ist
A A . ih .
Br, = —hl,x = ¢7,.(Z) = —h& + b mit b= < in >, 1<4,j<n+1.

Abbildung 6.5: Dreiecke T} (I = links) und 7). (r = rechts)

Damit ist

() 12 = T; / (w0 ér) ()8! 0 6r)(2) | det By di. (6.2)
5]'6%, T =h?

Pro Knoten §;,j = kn + [ mit geeigneten 0 <k <n—1und 1 <[ < n, wird in
(6.2) nur iiber die drei Dreiecke 17, T3, T5 der Form T, mit

N l
¢T1(m)——hm+b1——h:c+(k+2)h,
br,(3) = —hi+bs=—ha+ 7L ) n
3 k+1 ’

o !
¢T5($)——h$+b5——h$+(k+1)h
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und iiber die drei Dreiecke 15, Ty, T der Form 1} mit

o l
¢T2($)—hm+b2—h$+<k+1>h,

R . . l
¢T4(w>=hm+b4=hw+(k,)h,
é1,(2) = hi + bg = hi + =1y

TolT) = AT T D6 = 1T k+1

summiert (sieche Abbildung 6.6).

(k+3)h

(k+2)h

(k+D)h

kh

(k-1)h
(-2h (-Dh Ih  (+Dh (+2)h

Abbildung 6.6: Sechs Dreiecke des Trégers einer nodalen Basisfunktion

Weiter ist ¢?O¢T1 = j27 ¢?O¢T3 - j17 ¢§'LO¢T5 =1 _il _':%2 sowie ¢?O¢T2 -
1 — &y — &9, Yl 0 d1, = &2, P} 0 p1, = &1. Damit ist

(Wl = B S [(uodr)(@)¥] o ér)(@)di

TG{Tl,,..,TS} T

Fu(r( (411))) e
}[u<h<_£+(kil )))(1—@1—@2)d¢+
%fu(h(“(kil )))(1—@1_@2”“
T[“<h<“ < ; )))a“:zdae+

re(r(e+ (151)) 2)
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(e () (e (12E)
(1) (1)
o(r(31)) (1 (:21))):

wobei die Integrale iiber T im letzten Schritt durch Mittelwertsquadratur ap-
proximiert wurden (Dies reicht fiir stetige Lagrange-Elemente):

/ fdi = [T]- f(&s)
T

mit dem Flicheninhalt \T| = % von T und dem Schwerpunkt §7 von T, der sich
zu

&)1 = o [@ddrdey =2 [ [ d&idiidis

und aus Symmetriegriinden

(§5)2 = %

errechnet.

Vor der Losung des LGS (6.1) in H-Arithmetik muss noch dessen rechte Seite,
das ist der zeilenweise von links unten nach rechts oben durchnumerierte Koeffi-
zientenvektor ((u, ¢Jh) 12) hierarchisiert werden, d.h. die einzelnen Komponenten
miissen entsprechend der H-Struktur der H-Matrizen angeordnet werden, also
mit der Permutationsmatrix P aus Abschnitt 3.3.1 multipliziert werden. Es gilt
némlich

Az =b < PAPTPx = Pb < Apzy =by

mit der hierarchisierten Matrix A, und den hierarchisierten Vektoren x4 und
by

Die C-Routine, die die Multiplikation eines N-dimensionalen Vektors mit
P bewerkstelligt, ist vollig analog zu jener aufgebaut, die die FE-Matrizen
hierarchisiert. Fiir die C-Funktion zur Riicktransformation, das ist die Mul-
tiplikation eines N-dimensionalen Vektors mit P, sind in der Routine zur

Hintransformation nur die Indizes der jeweiligen Input- und Output-Vektoren
zu vertauschen.

Was schlieflich die L?-orthogonale Projektion auf Vj, betrifft, kann die Lo-
sung von LGS (6.1) entweder durch Matrix-Vektor-Multiplikation mit der be-
reits berechneten ‘H-Inversen M, % yon Mj, oder durch ‘H-Vorwérts- und H-

Riickwéartssubstitution mit dem bereits berechneten H-Cholesky-Faktor Ly, von
Mj, erfolgen.
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6.4 Auswertung transzendenter Matrixfunktionen
und Losung der 2D Wellengleichung in C

Nach erfolgter Implementierung der gesamten hierarchischen Arithmetik aus
Kapitel 3.4 sowie der L?-Projektion in H-Arithmetik wenden wir uns nun
der Approximation transzendenter Matrixfunktionen und der Losung der 2D
Wellengleichung und Wiarmeleitungsgleichung zu.

Dazu benétigen wir die kleinsten Eigenwerte der Matrix M, LAj, samt zuge-
horigen Eigenvektoren. In der C-Funktion, die Algorithmus 4.3 implementiert,
werden neben den Routinen fiir die H-LDL"-Zerlegung, die H-Matrix-Vektor-
Multiplikation und die H-Vorwérts- und H-Riickwirtssubstitution noch die
LAPACK-Routinen dgeqrf und dorgqr zur Q) R-Zerlegung, dgees zur Schur-
Zerlegung und dgels zur Losung linearer Ausgleichsprobleme sowie die BLAS-
Routinen dcopy, dscal, daxpy, dgemv und dgemm verwendet.

Damit kénnen die durch Algorithmus 4.5 gegebenen Rk-Approximationen an
Matrixfunktionen f(r2c*M, 1A}) nach Multiplikation der REV mit Mj, zum
Erhalt der LEV von M, LA, sofort unter Verwendung der BLASI-Routinen
ddot und dscal bestimmt werden.

Mit den bereits ermittelten H-EW und H-EV sowie durch Anwendung der C-
Routine fiir die L2-Projektion auf V}, lassen sich schlieflich die N-dimensionalen
Losungsvektoren der diskreten 2D Wellengleichung und Wirmeleitungsglei-
chung in der Knotendarstellung nach Algorithmus 5.2 und 5.4 berechnen.

6.5 Zusammenfassung

e Die Implementierung der hierarchischen Arithmetik in C orientiert sich
stark an deren blockweise rekursiven Beschreibung und spiegelt die hier-
archische Struktur der einzelnen Operationen sehr genau wieder.

e Die numerischen Resultate bestéitigen die fast lineare Komplexitit der
approximierten H-Operationen.

e Von einer ganzen H-Matrix ausgehend wird jeweils bis zu den einzelnen
vollbesetzten und Rk-Matrixblocken vorgegangen, auf denen die anste-
henden Operationen — soweit moglich unter Ausnutzung der optimier-
ten BLAS- und LAPACK-Routinen — durchgefiihrt werden, um dann die
jeweiligen Zwischenresultate zum hierarchischen Gesamtergebnis zusam-
menzufiigen.

e Die L?-orthogonale Projektion auf den FE-Raum V} sowie die Bestim-
mung von Eigenpaaren der Matrix M, 1 Aj, und damit die Losung der
2D Wellengleichung und Wéarmeleitungsgleichung erfolgen schliellich im
vorhin angelegten hierarchischen Setting mit fast linearem Aufwand.
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