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Zusammenfassung

Ziel dieser Arbeit ist die Entwicklung eines Verfahrens zum Nachweis der Existenz
beschrankter invarianter Mengen beziiglich eines glatten Flusses. Ein Verbindungs-
orbit zwischen Gleichgewichtspunkten ist dafiir ein Beispiel. Wir verwenden dazu
die Conley-Indextheorie fiir isolierte invariante Mengen. Vermoge eines so genannten
Indexpaares ist der Index einer isolierten invarianten Menge definiert. Zentral ist also
die Bestimmung eines geeigneten Indexpaares. Wir entwickeln ein Verfahren, mit dem
in gewissen Fallen ein Indexpaar konstruiert und durch ein topologisch aquivalentes
Paar von simplizialen Komplexen in endlich vielen Schritten ersetzt werden kann.
Dies gelingt mit einer speziellen Triangulierung und der Formulierung von hinrei-
chenden Kontrahierbarkeits-Kriterien fiir die topologische Aquivalenz. Die praktische
Umsetzung unserer Vorgehensweise einschlieflich der numerischen Implementierung
demonstrieren wir an konkreten Beispielen.
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Abstract

The goal of this work lies on the development of a procedure for verifing the exis-
tence of bounded invariant sets with respect to a smooth flow. A connecting orbit
between equilibria is an example. For this purpose we use the Conley index theory
for isolated invariant sets. The index of an isolated invariant set is defined in terms
of a so called index pair. Therefore, determining a suitable index pair is crucial. We
develop a procedure that enables us in some cases to construct an index pair which
can be replaced by a topological equivalent pair of simplicial complexes in a finite
number of steps. This is possible by a special triangulation and by formulating suf-
ficent contractibility conditions for the topological equivalence. We demonstrate the
application of our procedure including numerical aspects by concrete examples.
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Einfiihrung

Der zeitliche Verlauf vieler Prozesse in den Naturwissenschaften wird sehr gut durch
Differentialgleichungen beschrieben. Die Losungskurven eines solchen dynamischen
Systems konnen jedoch oft nicht explizit bestimmt werden. Sind allerdings alle be-
schrankten und beziiglich der Losungskurven invarianten Mengen bekannt, so kann
daraus das qualitative Verhalten des Systems abgelesen werden. Beispiele fiir solche
invarianten Mengen sind etwa Gleichgewichtspunkte und Verbindungsorbits zwischen
Gleichgewichtspunkten.

Im Fokus dieser Arbeit steht die Entwicklung eines Verfahrens zum Nachweis der
Existenz beschrankter invarianter Mengen. Wir betrachten die Falle, in denen ein
System von Differentialgleichungen als Losungen einen glatten Fluss ¢: R" xR — R™
induziert. Ein Fluss ist eine Abbildung mit ¢@(x,0) = x und @(x,s+t) = @(@(x,s),t).
Fir unsere Untersuchungen verwenden wir die Conley-Indextheorie. Sie geht auf
Charles C. Conley, [C78]|, zurlick und macht Aussagen iiber isolierte invariante Men-
gen. Eine invariante Menge S = (S, R) ist isoliert, falls sie die maximale invariante
Menge einer kompakten Umgebung ist, in deren Inneren sie liegt. Zu jeder isolier-
ten invarianten Menge S gibt es ein so genanntes Indexpaar (K,L). Dieses besteht
aus einer kompakten Umgebung K von S und einer Austrittsmenge L C K beziig-
lich des Flusses. Umgebung und Austrittsmenge haben gewissen Anforderungen zu
geniigen. Der Conley-Index der isolierten invarianten Menge S wird als die relati-
ve Homologie des Indexpaares (K, L) definiert. Umgekehrt kann man von einem In-
dexpaar (K,L) ausgehen und den dazugehorigen Index betrachten. Daraus kénnen
mittels der Conley-Indextheorie Informationen iiber die maximale invariante Menge
beziiglich dieses Indexpaares abgeleitet werden: So kann oft festgestellt werden, ob die
maximale invariante Menge des Indexpaares nicht leer ist oder neben bereits bekann-
ten invarianten Mengen noch eine weitere enthalt. Zentral ist also die Bestimmung
geeigneter Indexpaare. Wir entwickeln ein generisches Verfahren zur Konstruktion
von Indexpaaren und damit der expliziten Berechnung des Index. Durch Verwen-
dung von Ergebnissen aus der Conley-Indextheorie kann dann in vielen Fallen die
Existenz einer invarianten Menge nachgewiesen werden. Die praktische Umsetzung
unserer Vorgehensweise einschliefflich der numerischen Implementierung demonstrie-
ren wir an Beispielen.

In unserem Verfahren zur Konstruktion eines Indexpaares und der Berechnung des
zugehorigen Index geben wir ein Polyeder K vor und wahlen als Austrittsmenge L die
Punkte in 0K, die K beziiglich des Flusses sofort verlassen. Es gibt zwel wesentliche
Schritte:

1. Triangulierung der Austrittsmenge: Wir entwickeln eine Vorgehensweise zur Be-
stimmung einer Triangulierung der Austrittsmenge L, die es uns erlaubt, die relative
Homologie des Polyeders und seiner Austrittsmenge zu berechnen. Die Triangulierung
der Austrittsmenge erfolgt durch so genannte eingeschrankte Delaunay-Komplexe.
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Mittels der zu den Delaunay-Komplexen dualen Voronoi-Diagramme und einem Satz
von Leray (Satz vom Nerv) kann ein Kriterium fiir geeignete Triangulierungen for-
muliert werden. Dabei stellt sich die Frage nach der Kontrahierbarkeit eingeschrank-
ter Voronoi-Zellen und deren Schnitte. Die Beantwortung dieser Frage machen wir
durch die Bereitstellung von geeigneten Kontrahierbarkeits-Kriterien moglich. Dazu
reduzieren wir einerseits die Dimension der auf Kontrahierbarkeit zu untersuchenden
Mengen durch iterative Zerlegung in Seiten und Unterseiten. Andererseits gelingt es
uns, durch Konstruktion eines gewissen Vektorfeldes ein Kriterium zum Ausschluss
yKleiner Zusammenhangskomponenten“ zu formulieren, was fiir die Feststellung der
Kontrahierbarkeit von grofier Bedeutung ist.

2. Aufiésung interner Beriihrpunkte: Die Frage, wann das gewahlte Polyeder K
mit der Austrittsmenge L ein Indexpaar bildet, hangt eng mit der Existenz interner
Beriihrpunkte zusammen. Das sind die Randpunkte x € 0K mit ¢(x, (—e€,€)) C K
flir ein € > 0. Enthélt das Polyeder K keinen internen Beriihrpunkt, so ist (K, L)
bereits ein Indexpaar. Der Conley-Index kann dann vermoge der zuvor bestimmten
Triangulierung berechnet werden. Gibt es einen internen Berithrpunkt, so wenden
wir folgende Strategie an: Wir verfolgen den Orbit des internen Beriihrpunkts. Tritt
er nach endlicher Zeit aus dem Polyeder aus, so konnen wir unter gewissen Voraus-
setzungen ein Indexpaar konstruieren. Durch geeignete Abanderung der zuvor be-
rechneten Triangulierung kann dann der Index berechnet werden.

Eine andere Herangehensweise zur Konstruktion von Indexpaaren stammt von Bocz-
ko, [Boc02] (siehe auch den Ubersichtsartikel von Mischaikow, [Mi02], und die An-
satze von Eidenschink, [Ei95]). Boczko geht von einem simplizialen Komplex X im
Losungsraum aus und leitet daraus Fluss-transversale Polyeder, die im Inneren von X
liegen, ab. Ist ein solches Polyeder konvex, so induziert es ein Indexpaar. Ob die Men-
ge der so erhaltenen Fluss-transversalen Polyeder nicht leer ist oder Polyeder enthalt,
die fiir die weiteren Untersuchungen geeignet sind, hangt sehr stark vom anfangs ge-
wahlten simplizialen Komplex X ab. Eine klare Vorgehensweise zur Konstruktion
eines brauchbaren simplizialen Komplexes X ist unseres Wissens noch nicht bekannt.
Wir verweisen dazu auch auf [Mi02, Bemerkung zu Satz 2.19]: ,What remains is the
question of obtaining arbirarily good approximations of the dynamics. This depends
heavily on the initial simplicial complex and remains a difficult open question in
computational geometry.“

In manchen Féllen kann eine Robustheitseigenschaft des Conley-Index ausgenutzt
werden. So konnten Mrozek und Zelawski die Existenz von heteroklinen Verbin-
dungsorbits fiir die Lorenz-Gleichungen durch Storung zu einem einfacherem System
zeigen, [MrZe97|. Allerdings erlaubt dieser Zugang unseres Wissens keine generische
Verfahrensweise.

Wir betrachten in dieser Arbeit kontinuierliche dynamische Systeme. Die Conley-
Indextheorie wurde jedoch auch auf den Fall diskreter dynamischer Systeme erwei-
tert ([RobSa92|, [Mr90] und [Sz95]). Unter Verwendung von Poincare-Abbildungen
konnten Mischaikow und Mrozek so chaotisches Verhalten fiir die Lorenz-Gleichungen
nachweisen, [MiMr95]. In der Folge wurden erfolgreich Algorithmen zur Konstruk-
tion von Indexpaaren fiir diskrete dynamische Systeme entwickelt ([Mr96], [Sz97],
[DaJuMi03]). Fiir die konkrete Umsetzung wurde teils das Softwarepaket GAIO ver-
wendet ([DeFrJu01], [DeHo97], [DeJu02)]).
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Besonders hervorheben mochten wir die folgenden Aspekte unseres Vorgehens:
Konstruktion von Indexpaaren durch Auflosung interner Berthrpunkte: Wir ge-
hen von einem Polyeder K aus. Dabei lassen wir zu, dass K einen internen Beriihr-
punkt enthalt. Unter den Voraussetzungen des Satzes 2.3.6 kann daraus ein Indexpaar
konstruiert werden und der Index effektiv berechnet werden. In gewisser Hinsicht er-
halten wir damit das bestmdgliche Indexpaar (vergleiche Bemerkung zu Satz 2.3.6).
Beziiglich der Konstruktion eines Indexpaares unterscheiden wir uns mithin grund-
satzlich von dem oben erwdhnten Zugang Boczkos in [Boc02].

Triangulierung der Austrittsmenge: Wie oben beschrieben bestimmen wir unter
Verwendung eingeschrankter Delaunay-Komplexe und der Formulierung von Kontra-
hierbarkeits-Kriterien eine Triangulierung der Austrittsmenge. Eine solche Heran-
gehensweise ist uns im Zusammenhang mit der Conley-Indextheorie bisher nicht
bekannt. Edelsbrunner und Shah haben in [EASh97] eingeschrdnkte Delaunay-Kom-
plexe zur Triangulierung topologischer Raume eingefiihrt. Danach haben der zu trian-
gulierende Raum und der zugeordnete eingeschrankte Delaunay-Komplex isomorphe
Homologien, falls die Schnitte der entsprechenden eingeschrankten Voronoi-Zellen
leer oder kontrahierbar sind. Im allgemeinen ist die Frage der Kontrahierbarkeit eines
Raumes nur schwer beantwortbar, erst recht algorithmisch. Fiir den Fall der Triangu-
lierung der Austrittsmenge gelingt uns das jedoch, indem wir die Dimension der zu
untersuchenden Mengen durch Zerlegung in Seiten und Unterseiten (Lemmas 2.2.7,
2.2.8, 2.2.9) reduzieren. Wesentlich ist dabei die Beriicksichtigung des Zusammen-
hangs zwischen Austrittsmenge und dem Vektorfeld, das den Fluss induziert. Damit
wird die Moglichkeit einer algorithmischen Behandlung erofinet.

Im Einzelnen ist diese Arbeit wie folgt organisiert: In Kapitel 1 geben wir eine kurze
Einfiihrung in die Conley-Indextheorie. Insbesondere gehen wir auf die Eigenschaften
des Index ein, die Aussagen liber die Existenz isolierter invarianter Mengen erlauben.
Daran schliefit sich in Kapitel 2 die Darstellung unserer Ideen und grundlegenden
Satze fiir das Verfahren zur Konstruktion eines Indexpaares und der Berechnung des
zugehorigen Index an. Insbesondere erlautern wir die Triangulierung der Austritts-
menge und die Auflosung interner Beriihrpunkte.

In den Kapiteln 3 und 4 werden die zuvor dargestellten Satze bewiesen. Zudem erfolgt
eine Konkretisierung der Ergebnisse hinsichtlich der numerischen Implementierung.
Es werden Anforderungen an Schrankenfunktionen definiert, mit Hilfe derer rigorose
Abschitzungen zur numerischen Uberpriifung der Kontrahierbarkeits-Kriterien und
Kriterien beziiglich interner Beriihrpunkte gemacht werden konnen.

Die konkrete Umsetzung einschliefflich der numerischen Implementierung demons-
trieren wir in Kapitel 5 an Beispielen. Es gelingt uns dort jeweils, die Existenz he-
terokliner Verbindungsorbits durch Anwendung unserer Algorithmen nachzuweisen.
In Anhang A fassen wir die Vorgehensweisen der Kapitel 3 und 4 als Algorithmen in
Pascal-ahnlicher Notation zusammen.

Eine kurze Einfithrung in die Homologietheorie mit Angabe der fiir uns relevanten
Definitionen und Satze wird mit Anhang B gegeben.

Anhang C enthalt ausgewahlte Definitionen aus der algorithmischen Geometrie. Ins-
besondere definieren wir Voronoi-Diagramme sowie Delaunay-Komplexe und formu-
lieren den Satz vom Nerv.
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Kapitel 1

Hilfsmittel aus der
Conley-Indextheorie

Unser Ausgangspunkt ist ein System gewohnlicher Differentialgleichungen
x = f(x)

mit einem unendlich oft differenzierbaren Vektorfeld f: R™ — R™, das einen glatten
Fluss induziert:

@:R" xR — R"

Mittels der Conley-Indextheorie ist es moglich, Aussagen iiber gewisse invariante
Mengen des Flusses zu machen. Diese Theorie geht auf Charles C. Conley zuriick,
der sie in der Monographie ,Isolated Invariant Sets and the Morse Index®, [C78], dar-
gestellt hat. Die Conley-Indextheorie ist eine Verallgemeinerung der Morse-Theorie
fiir nicht degenerierte kritische Punkte (siehe etwa [M73]) auf so genannte isolier-
te invariante Mengen. Wir geben nun die fiir uns wichtigen Definitionen und Satze
wieder und verweisen fiir eine ausfiihrlichere Darstellung auf Conley, [C78], und Sala-
mon, [Sa85]. Als Einfiihrung neueren Datums mit sehr umfassenden Literaturangaben
verweisen wir auf [Mi99] und [MiMr02].

1.1 Isolierte invariante Mengen und Indexpaare

Die Conley-Indextheorie beschrankt sich auf spezielle invariante Mengen, die isolier-
ten invarianten Mengen:

Definition 1.1.1 (Isolierende Umgebung, isolierte invariante Menge)
Eine kompakte Menge N C R™ heiftt 1solierende Umgebung, falls die in N enthaltene
maximale invariante Menge echt in N liegt:

invN :=inv(N, @) := {x eN:p(x,R)CN } CintN.
Eine invariante Menge S heif’t isolierte invariante Menge, falls es eine isolierende
Umgebung N gibt, so dass S die maximale invariante Menge in N ist: S =inv N. In

diesem Fall ist N eine isolierende Umgebung fir S. O

1



2 KAPITEL 1. HILFSMITTEL AUS DER CONLEY-INDEXTHEORIE

Eines der einfachsten Beispiele fiir isolierte invariante Mengen ist ein hyperbolischer
Gleichgewichtspunkt (siehe Abbildung 1.1). Andererseits gibt es invariante Mengen,
zu denen es keine isolierende Umgebung gibt. Das ist etwa der Fall, wenn die inva-
riante Menge aus einem Gleichgewichtspunkt im Ursprung und dazu konzentrischen
Kreisen besteht (siehe Abbildung 1.2).

)

1
J A
4
v
Abbildung 1.1: Der hyperbolische
Gleichgewichtspunkt (0,0) (Sattel-
punkt) des abgebildeten Systems

ist eine isolierte invariante Menge
mit N als isolierender Umgebung.

| v |

ZS\E .
N2
N N

Abbildung 1.2: In diesem Beispiel ist der Ur-
sprung ein Gleichgewichtspunkt und jeder dazu
konzentrische Kreis ist eine invariante Menge.
Es gilt: Der Rand einer jeden kompakten Men-
ge N, die den Ursprung enthalt, wird von der
maximal invarianten Menge in N beriihrt. Da-
mit gibt es keine isolierende Umgebung fiir den
Ursprung.

Zwei Griinde sprechen fiir die Beschrankung auf isolierte invariante Mengen:

e Robustheit: Es sei N eine isolierende Umgebung. Dann folgt aus der Kom-
paktheit beschrankter invarianter Mengen und der von N zusammen mit der
Isolierungseigenschaft inv N C int N, dass auch eine leichte Storung von N eine

isolierende Umgebung ist.

e Handhabbarkeit: Die Untersuchung einer isolierten invarianten Menge iiber eine
sie isolierende Umgebung fallt oft einfacher als die direkte Analyse der teils
sehr komplizieren invarianten Menge. Dies wird auch in den Eigenschaften des
Conley-Index deutlich (vergleiche Satz 1.2.5 und folgende).

Um Eigenschaften einer isolierten invarianten Menge aus einer isolierenden Umge-
bung ableiten zu konnen, muss noch der Verlauf des Flusses berticksichtigt werden.
Dies fiihrt auf den Begriff des Indexpaares:



1.2. DER CONLEY-INDEX UND DREI EIGENSCHAFTEN 3

Definition 1.1.2 (Indexpaar)
Es seien S eine isolierte invariante Menge

und N und L kompakte Mengen mit L C A %2
N C R"™ Dann heift (N,L) Indezpaar
fir S, falls Y’
(1) cl(N—L) isolierende Umgebung fiir S /
ist, d.h. S ist die maximale invarian- . .
te Menge in cl(N — L) und liegt echt > ¢ 20 : >
in cI(N—1). — —
(2) L positiv invariant in N ist, d.h. \ y /
v|v L N
xeLl, @(x[0,t])CN
= o(x[0,t]) CL,
(3) L Austrittsmenge von N ist, d.h. Zu dem in Abbildung 1.1 skizzierten
System bilden N und L wie abgebildet
xeN, t>0, oxt)¢N ein Indexpaar. Die Austrittsmenge L
—  Jtoel0,t):@(x,to) €L.  ist der fett gezeichnete Anteil von ON.

¢

1.2 Der Conley-Index und drei Eigenschaften

Jetzt kann der Conley-Index definiert werden:

Definition 1.2.1 (Conley-Index)

Es seien S eine isolierte invariante Menge und (N, L) ein Indexpaar fiir S. Dann ist
der Conley-Index von S:

= H.(N/L[L]) = ..., Ha(N/L, [L]), Hi(N/L, [L]), Ho(N/L, [L]) .

Bemerkung:

e N/L ist der Quotientenraum: Er besteht aus allen Punkten in N und [L] (die
Menge L aufgefasst als ein Punkt). Praziser: Sind N,L € R™ und L C N, so
definieren wir die Aquivalenzrelation

X~y <= x=yoderx,yel

und die Projektion auf die Aquivalenzklassen p(x) := [x]. Der Quotientenraum
ist dann die Menge N/L := {[x] : x € N}, die mit der Quotiententopologie
ausgestattet ist. In dieser Topologie sind die Teilmengen von U C N/L offen,
fiir die das Urbild p~'(U) in N offen ist.

e Wir verwenden hier die singulare Homologietheorie. Eine kurze Einfithrung in
die Homologietheorie findet sich in Anhang B. Fiir den Moment geniigt es, sich
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die Homologie H, (A, B) zweier Rdume A und B, B C A, als eine Folge abelscher
Gruppen (Hk(A, B)), die die Topologie von A und B beschreiben, vorzustellen.
Die Homologien homéomorpher Raume sind zueinander isomorph.

e In der Definition des Conley-Index einer isolierten invarianten Menge S tritt S
selbst nicht explizit auf, sondern nur ein Indexpaar (N, L) fiir S. Damit kann
der Conley-Index auch als Index isolierender Umgebungen aufgefasst werden:
CH,(invN) = H,(N/L,[L]), wobei (N, L) ein Indexpaar fiir die maximale in-
variante Menge in N sei.

Es stellt sich sofort die Frage, ob der Conley-Index wohldefiniert ist. So ist a priori
nicht klar, dass es zu jeder isolierten invarianten Menge ein Indexpaar gibt. Umge-
kehrt kann es zu einem Gleichgewichtspunkt eine Vielzahl von Indexpaaren geben.
Der folgende Satz hat daher zentrale Bedeutung:

Satz 1.2.2 (Der Conley-Index ist wohldefiniert.)
Es se1 S eine isolierte invariante Menge. Dann gilt:

(1) Es existiert ein Indezpaar (N,L) fir S.
(2) Sind (N,L) und (N',L’) Indezpaare fir S, so ist
H.(N/L,[L]) = H,(N'/L,[L"]).

Fiir den Beweis verweisen wir auf Kapitel III, Abschnitt 4 und 5, ,, The Morse Index"
in [C78] und die Sétze 4.3 und 4.10 in [Sa85].

Beispiel 1.2.1: Der Conley-Index des hyperbolischen Gleichgewichtspunkts (0, 0)

aus dem Beispiel oben ist CH,(0,0) =...,0,0,%Z,0, wie sich aus der Abbildung 1.3
(L auf einen Punkt zusammenziehen) und Beispiel B.2.3 ablesen lasst. O
4y .

|¢LN I

| v |

Abbildung 1.3: Der Quotientenraum N/L: Die Austrittsmenge L wird schrittweise
auf einen Punkt zusammengezogen (von links nach rechts), d.h. zunéchst werden die
obere und untere Zusammenhangskomponente von L zu jeweils einem Punkt zusam-
mengezogen. Schlieflich werden noch diese beiden Punkte miteinander identifiziert.
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Der Quotientenraum N/L kann eine sehr komplizierte Gestalt haben. Jedoch kann
man zeigen, dass (N, L) so gewdhlt werden kann, dass eine einfachere Darstellung des
Index moglich ist (siehe [MiMr02, Bemerkung 3.9]):

Satz 1.2.3
Es set S eine isolierte tnvariante Menge. Dann gibt es ein Indexzpaar (N,L) so,
dass

CH.(S) = H.(N/L,[L]) = H.(N,L).

Fiir hyperbolische Gleichgewichtspunkte kann damit sehr einfach der Index berechnet
werden, was wir mit dem folgenden Satz tun:

Satz 1.2.4 (Conley-Index fiir hyperbolische Gleichgewichtspunkte)
Es se1 xo ein hyperbolischer Gleichgewichtspunkt von x = f(x) mat instabiler
Mannagfaltigkeit der Dimension k. Dann gult

7 furl=Xk,
CHu(xo) = { 0 ];onst.

Beweis: Nach dem Satz von Hartman-Grobman ist das System lokal um X, homoo-
morph zu x = Df(xo)x, was wiederum zu einem System x = Ax mit

(A 0 Kexk (n—k)x (n—k)
A_(O Az)’ A, e R¥K A, € R ,

konjugiert ist. Wir konnen ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, dass die
Eigenwerte von A; positiven Realteil und die von A, negativen Realteil haben. Ist die
Dimension der instabilen Mannigfaltigkeit Null, so ist (B, #), By die Einheitskugel
im R™, ein Indexpaar. Da die Homologie eine Invariante homoomorpher Raume ist,
erhalten wir

CH.(xo) = H.(By,8)=...,0,0,0,Z.

Andernfalls ist k > 1. Dann ist ([—1,1]™, 9([—1,1]%) x [=1,1]™¥) ein Indexpaar fiir
den Gleichgewichtspunkt 0 von x = Ax und wir haben

CH*(XO) = H*([_1 ) 1]n) a([_1 ) 1]k) X [_1 ) 1]n7k) .
Damit ist

7 fiir 1=k,

CHL(XO) = Hl([_1 y 1]n> a([_] ) ]]k) X [_1 ) 1]n_k) - { 0 sonst.

0

Die mit der Conley-Indextheorie moglichen Aussagen folgen zum grofien Teil aus den
folgenden drei Eigenschaften:

Die erste Eigenschaft ergibt sich sehr einfach aus einer Summationseigenschaft fiir
Homologien, so dass wir den kurzen Beweis mit angeben:

Satz 1.2.5 (Summationseigenschaft I)
Es seien S, S und S, isolierte invariante Mengen mit S =S;US,, S1NS, = 4.
Dann gilt:

CH.(S) = CH.(S;) ® CH.(S2)
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Beweis: Sind Sq, S> und S = S;US,; isolierte invariante Mengen, S1NS, = @, so gibt
es dazu Indexpaare (Nq,L7), (N5, L,) und (N, L), respektive. Da S; und S, disjunkt
und kompakt sind, k6nnen wir auch Ny, N, disjunkt wahlen. Mit [R0o98, Satz 5.13,
S. 101] gilt dann

O

Besonders niitzlich ist die folgende Formulierung, mit der in gewissen Fallen die
Existenz einer invarianten Menge bewiesen werden kann (siehe auch Beispiel 1.2.2):

Korollar 1.2.6 (Summationseigenschaft IT)
Es seien S; und S, isolierte invariante Mengen mit S; NS, = @ und N eine
1solierende Umgebung mit S;,S, C int N. Gult

CH,(inv N) # CH.(S7) @ CH,(S2),

so wst invN # S;US,, d.h. N beinhaltet aufler S; und S, noch eine weitere
mvariante Menge.

Beispiel zur Summationseigenschaft 1.2.2: Fiir das nebenstehende System sind
etwa S; und S, Gleichgewichtspunkte und (N, L) ist ein Indexpaar fiir inv N. Wir
haben

Fiir S; und S, folgt das aus Satz 1.2.4. g S Sz
Fir invN haben wir CH,(invN) =
H,(N,L), weil (N,L) ein Indexpaar —
fir inv N ist und es lasst sich direkt | |

zeigen, dass H,(N,L) =...,0,0,0 ist. N

Damit ist

CH, (inv N) # CH,(S1) @ CH.(S,),

d.h. auf Grund der Summationseigenschaft gibt es aufler S; und S, noch eine weitere
isolierte invariante Menge: Hier den Verbindungsorbit zwischen S; und S,. O

Satz 1.2.7 (Wazewski-Eigenschaft)
Es ser N ewne 1solierende Umgebung. Dann gilt:

CH,(invN) #...,0,0,0 =— invN#g.

Beweis des Kontrapositivums: Ist S := @, so ist (@, #) ein Indexpaar fiir S. Also
gilt CH..(S) = H.(8, 8) = ...,0,0,0. N
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)

Beispiel zur Wazewski-Eigenschaft 1.2.3: I
Der Index der maximalen invarianten Menge IR N
in N ist fiir den skizzierten Fluss nicht trivial: ~ -
CH,(invN) = ...,0,0,Z,0. Damit gibt es auf ™ o
Grund der Wazewski-Eigenschaft eine isolierte in-
variante Menge in N, etwa einen Sattelpunkt. ¢ : :

R ER

L N

Satz 1.2.8 (Storungseigenschaft)

Es seien @x: R"XR — R™ mit A € R emn Fluss und I C R ewn Intervall. Ist N eine
1solierende Umgebung fur alle @, A € 1, so ist der Conley-Index von inv(N, @, )
konstant fir alle A € 1.

Fiir den Beweis verweisen wir auf Kapitel IV, Satz 1.4 in [C78] bzw. Satz 6.7 in [Sa85].

Auf Grund der Summationseigenschaft und der Wazewski-Eigenschaft reduzieren wir
die Entwicklung eines Algorithmus zum Finden invarianter Mengen auf einen Algo-
rithmus zur Bestimmung von Indexpaaren und der Berechnung des Conley-Index.
Allerdings werden wir unter Umstanden mit dieser Methode nicht alle invarianten
Mengen finden, da — wie wir bereits gesehen haben — nicht jede beschrankte invariante
Menge auch isoliert ist.

1.3 Isolierende Blocke

Oftmals sind Indexpaare zwar leicht zu finden, aber die Berechnung des Index, also
der relativen Homologie, ist teilweise schwierig. Daher betrachten wir im folgenden
so genannte isolierende Blocke, die leichter zu handhabende Indexpaare induzieren.
Isolierende Blocke gehen auf Conley und Easton, [CE71] zuriick.

Definition 1.3.1 (Isolierender Block)
Es sei M C R™ eine kompakte Menge. Dann heifien

e L =L M):={xedM:Vt>0:¢(x,[0,t]) # M} Austrittsmenge und
e LT:=L"M):={x€dM:Vt>0:¢(x,[-t,0]) ¢ M} Eintrittsmenge
jeweils von M. Gilt fiir jedes x € oM

x €L~ oder xelL™,

so heiflt M isolierender Block. O
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A2

Beispiel 1.3.1: Das Indexpaar (N, L) I T
von oben liefert ein Beispiel fiir einen /
isolierenden Block, M = N, mit Aus-

v

trittsmenge L~ = L. Die vier Ecken
sind jeweils sowohl in L~ als auch
in L enthalten (vergleiche nebenste-
hende Abbildung). O

| v |

Bemerkung: Die einzigen Punkte, die
verhindern konnen, dass eine kompak-
te Menge M ein isolierender Block 7N
ist, sind interne Beriihrpunkte (siehe
Satz 4.2). Das sind Punkte, die aus M
heraus kommend den Rand von M be- >
rithren und anschlieffend auch in M
bleiben (siehe nebenstehende Abbil- )
dung). <

Satz 1.3.2 (Isolierende Blécke sind Indexpaare)
Es set M ewn isolierender Block. Dann ist (M,L~) ein Indezpaar.

Bewers: Nach Voraussetzung ist M kompakt. Auflerdem ist [~ C O0M kompakt
(vergleiche Lemma 3.1.3). Die drei Bedingungen der Definition 1.1.2 sind erfiillt:
Wegen L~ C OM ist M =cl(M —L7). Ist x € OM, so ist @(x,R) ¢ M, denn x € L~
oder x € L*. Damit ist Bedingung (1) erfiillt.

Die Austrittsmenge L~ ist positiv invariant in M, da schon (p(x, [O,t]) ¢ M fiir
jedes t > 0.

Auferdem ist die dritte Bedingung erfiillt, denn 0M =L~ UL" und ein x € M kann
nach Definition M nicht {iber L* verlassen. O

Satz 1.3.3 (Existenz isolierender Bl6cke)
Es se1 S C R™ eine isolierte tnvariante Menge. Dann gibt es einen isolierenden
Block M, der isolierende Umgebung fur S 1st, d.h. S =inv M C int M.

Fiir den Beweis verweisen wir auf Satz 1.5 in [CET71].



Kapitel 2

Grundlegende Ideen und die
wesentlichen Satze zur Entwicklung
der Algorithmen

Es sei weiterhin @: R™ x R — R™ ein glatter Fluss, der von einer Differentialglei-
chung x = f(x) erzeugt wird. Unser zentrales Ziel ist die Entwicklung eines effektiven
Algorithmus, mit dem wir die Existenz invarianter Mengen beziiglich ¢ beweisen
konnen, unter Verwendung der Conley-Index Theorie. Wir verstehen darunter eine
endliche Anzahl wohldefinierter Verarbeitungsschritte, die auf eine endliche Eingabe-
menge hin die Existenz einer isolierten invarianten Menge feststellen oder abbrechen,
weil das Problem (fiir diesen Algorithmus) nicht entscheidbar ist. Auf Grund der
Summationseigenschaft (Korollar 1.2.6) und der Wazewski-Eigenschaft (Satz 1.2.7)
reduzieren wir diese Aufgabe auf die Konstruktion isolierender Blocke und die Be-
rechnung des Conley-Index. In diesem Kapitel stellen wir dazu unsere Ideen und
wesentlichen Satze vor. Den detaillierten Zugang und die Beweise erbringen wir in
den Kapiteln 3 und 4.

2.1 Strategie

Haben wir ein Polyeder K gegeben, aus dem wir einen isolierenden Block herleiten
wollen, so sind vor allem die folgenden beiden Aufgaben zu bewaltigen:

1. Schritt: Bestimme eine Triangulierung L der Austrittsmenge L~ = L~ (K) von K
so, dass B
H,. (K, L) = H,(K,L).

2. Schritt: Enthalt 0K interne Beriihrpunkte?
1. Nein: Dann ist K ein isolierender Block und
CH.(invK) = H,(K,L).

2. Ja: Lose die internen Bertihrpunkte durch Konstruktion eines entsprechen-
den Indexpaares (N,L) auf. Bestimme ferner eine Triangulierung (N, L)
fiir (N, L) unter Erhaltung der Homologie. Dann ist:

CH, (invK) = H,(N,L) = H,(N,L).
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Es ist leicht einzusehen, dass Schritt 1 nicht immer effektiv in endlich vielen Teil-
schritten durchfiihrbar ist. Das ist etwa dann der Fall, wenn L~ aus unendlich vielen
Zusammenhangskomponenten besteht und somit durch eine endliche Triangulierung
gar nicht erfasst werden kann.

Das Auftreten interner Beriihrpunkte stellt ein Hindernis dar, das in manchen Fallen
nicht erfolgreich bewaltigt werden kann:

T2 T2
3 A

Wir haben bereits bei der Definition isolie-
render Umgebungen gesehen, dass gewisse
invariante Mengen nicht isoliert sind (siehe
auch nebenstehende Abbildung) und da-
mit ist es auch unmoglich, dort die inter-
nen Beriihrpunkte aufzulosen. Aber selbst
dann, wenn die Existenz eines isolierenden
Blocks durch Satz 1.3.3 gesichert ist, kann
die konkrete Angabe sehr schwierig sein.

AR

K K

LT~
N,
\J
=

Der Rand einer jeden Menge K wird
von einer invarianten Menge des Flus-
ses @(x,t) = |x|(cost,sint) beriihrt.

Auf den ersten Schritt gehen wir im folgenden Abschnitt 2.2 naher ein, auf den
zweiten Schritt in Abschnitt 2.3.

2.2 Triangulierung der Austrittsmenge L™

Es sei also K ein Polyeder. Ist K ein isolierender Block, so haben wir CH,(invK) =
H.(K,L™). Die direkte algorithmische Berechnung von H, (K, L") ist jedoch im allge-
meinen aus den folgenden Griinden nicht moglich oder jedenfalls sehr schwierig:

e Die Definition der Austrittsmenge
L i={xedM:Vt>0:¢(x,[0,t) M}
macht einen direkten effektiven algorithmischen Zugang unwahrscheinlich.
e Auch bei Beriicksichtigung der Tatsache
x LT = (f(x),ng) <0 und (f(x),ns) <0=x€intL™

fiir x € int s, s € 0K und n dem nach innen zeigenden Einheitsnormalenvektor
von s, ist L™ nicht ohne weiteres direkt effektiv zu beschreiben: Einzelne Zu-
sammenhangskomponenten von L~ konnen beliebig klein sein. Bei vorgegebener
Diskretisierung werden sie dann unter Umstanden nicht erfasst.

Durch eine auf L~ eingeschrankte Delaunay-Triangulierung konnen wir jedoch eine
Triangulierung von L~ berechnen, die fiir unsere Zwecke brauchbar ist.
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Die Delaunay-Triangulierung fiir eine kompakte Menge C C R™
und eine endliche Punktmenge P C R™ ist wie folgt erklart
(vergleiche Anhang C): Zunédchst betrachtet man die Voronoi-
Zellen Vy, := {x € R™: [x — p| < |x — p’| fiir alle p’ € P } fiir al-
le p € P. Diese bestehen jeweils aus den Punkten des R™, deren
Abstand zu p kleiner oder gleich als zu jedem anderen p’ € P ist
(Abbildung rechts oben mit P = {pq,p2, 3, p4}). Anschliefend
schrankt man jede Voronoi-Zelle auf C ein: V,, ¢ := V,, N C. Die
Delaunay-Triangulierung D¢ von C wird nun durch Simplexe
mit Punkten aus P als Eckpunkten gebildet: Ein Simplex [Q]
(Q sind die Eckpunkte, Q C P) ist in D¢ genau dann, wenn der
Schnitt der zugehorigen eingeschrankten Voronoi-Zellen nicht
leer ist, d.h. () . Vp.c # 0 (Abbildung rechts unten mit D¢ =

{[p1], [p2], [pal, [p1,p2], [P2, Pal, [Pa, P11, [P1, P2, Pal}). P4
Das folgende Kriterium gibt an, ob die Delaunay-Triangulierungen Dx und D~ von K

und L, respektive, so fein sind, dass H, (K, L™) berechnet werden kann. Die rigorosen
numerischen Hilfsmittel dazu werden in Abschnitt 3.3 prasentiert. Es sei P C R™ im
folgenden eine endliche Punktmenge. (Wir werden an P noch gewisse Anforderungen
zu stellen haben, vergleiche Definition 2.2.3).

Satz 2.2.1 (Triangulierung der Austrittsmenge)
Gult fiir alle Q C P

m Vp.1- 15t leer oder kontrahierbar,
peQ

S0 1st
H*(K) L_) = H*(DK) DL*) .

Beweisidee: Mit passendem P ist K = |Dy/ (siehe Lemma 3.1.1) und auf L~ wird der
Satz vom Nerv (Satz C.2.5) angewendet. Die Isomorphie der relativen Homologien
kann dann mit dem Fiinferlemma (Lemma B.3.3) gezeigt werden.

Bemerkung: Eine Menge C C R™ heifit kontrahierbar, falls sie stetig auf einen
Punkt zusammengezogen werden kann (siehe Definition B.4.1).

Wir betrachten dazu das folgende

Beispiel 2.2.1: Mit g(x1,%2) := x3x; — x5 — x, definieren wir das Gradientensys-

tem x = Vg(x):
X] = 2X1X2
Xz = X%—ZXz— 1 (*)
Die Gleichgewichtspunkte sind:
oo = (0,—1/2), op == (—1,0), o = (1,0).

Wir illustrieren die Delaunay-Triangulierung an einem isolierendem Block flir oy:
Dazu wahlen wir ein Polyeder K wie abgebildet. Es sei ferner P = {po, p1, P2, P3, P4}
mit po = (3/2,-3/4),p1 = (3/2,3/4),p2 = (1/2,3/4),p3 = (1/2,-3/4) und p4 =
(1,—3/4). Wir erhalten das folgende Voronoi-Diagramm mit entsprechendem De-
launay-Komplex:
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Az, ‘ Az,

p2 P1 D2 P1
L~ Dp- Dp-
° (I?1> X
(1,0) (1,0)
L~ K Dy
p3 P4 Po p3 Pa Po

Abbildung 2.1: Links sind das zu Grunde liegende Polyeder K (schraffiert), die
Austrittsmenge L~ (fett gezeichnet) und das Voronoi-Diagramm zu P abgebildet.
Zu beachten ist, dass die Punkte (1/2,0) und (3/2,0) beide zu L~ gehoren. Da-
mit sind neben V,, - # 0 und V,, - # @ auch V, 1, Vp,1-, Vpoi- N Vp, 1-
und V,,, 1~ NV, 1~ nicht leer. Fir den Unterkomplex Dy~ von Dk bedeutet das:
D = {[pol, [p1], [p2l, sl [P0, p1l, [p2, p3l} (rechte Abbildung).

O

Zur algorithmischen Uberpriifung der Kontrahierbarkeit von () Vp,i- konnen wir die
einzelnen Seitenflichen der V,, ;- betrachten, wie wir gleich sehen werden. Wir ver-
wenden folgende Notation (siehe Definition C.1.3 zur Definition der Seiten eines
Polyeders):

Definition 2.2.2 (Seitenflichen und Austritt des Flusses)

Seitenflachen von V,, sx: Wir definieren induktiv:

k = 1: Die (n — 1)-Seiten von V,, 5k sind:

Fn—] (p) = JTTL—1 (va)
= {(F,ng) : F C 0K ist (n — 1)-Seite von V,NK },

wobei nr jeweils der nach innen zeigende Einheitsnormalenvektor von F ist.

k=2,....uFiurF = (F;n 1, 2,...,Nn1x1) € Frnx1(p) sind die (n—k)-
Seiten von F/
FnalF) = Frnk(F;K)
= {(F) M1,y Mn—k+1, nnfk) :

F C clF ist (n — k)-Seite von V, N K und n, g :=ngp } .

Dabei ist ngp der nach innen zeigende Einheitsnormalenvektor von F, der
in clF’ liegt. Die Gesamtheit der (n — k)-Seiten von V,, ox bezeichnen wir mit

Forlp)i=Fua;;K) = | FuulF).

FeFn w1 (p)

Schlieflich ist

n—1
F(p) = F(p;K) = [ Fulp) .
k=0
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Messung des Austritts: Den Austritt des Flusses aus einer (n — k)-Seite

F=(F,n.,...,N.) messen wir mit
ne: aff(F) = R, x— (f(x),nn1). f(z) 1
Dabei ist aff(F) die affine Hiille von F. \ z
Das ist der kleinste affine Unterraum * / F
des R™, der F enthalt. In der Abbildung /
ist nE(x) < 0 und ng(x’) > 0. f(=")

Aus- und Eintrittsmenge: Entsprechend definieren wir die Austrittsmenge von F
als

N; :==cl{x € F:ne(x) <0} C aff(F)

und die Ewntrittsmenge von F als \
N

N;L::cl{xeF:nF(x)>0}Caff(F). N; F

Wir benotigen folgende Voraussetzungen:

Definition 2.2.3 (Globale Voraussetzungen)
Es sei P C R™ eine endliche Menge, die den folgenden Bedingungen geniigt:

1. vert K C P C oK.
2. P erfiillt die Delaunay-Eigenschaft (vergleiche Definition C.2.2).

3. Ausschluss degenerierter Schnitte von Voronoi-Zellen I:

Fir alle p,q € P gilt:

P, q liegen im Abschluss einer Seite F von 0K und V, NV, # #
& V,NV4NoK#P.

4. Ausschluss degenerierter Schnitte von Voronoi-Zellen II:

Fir Q C P, p € Q seien

Frop) ={FeF(p):FC () Vpox},
PeEQ
Fhalp) == {Fe Frqlp):Es gibt kein F € Fy o(p) mit F C clF. }

Fir alle Q C P, |Q| > 2, und alle p € Q gilt: Ist F € }?‘]Q(p), so liegt F in
einer (n — 1)-Seite und in keiner (n — 1)-Seite, 1 > 1, von K.

5. Die Menge K enthalte keine internen Beriihrpunkte.
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Mit der Uberpriifung der Voraussetzung 5 beschiftigen wir uns in Abschnitt 2.3.

Wir veranschaulichen diese Begrifflichkeiten an dem System und Polyeder K aus
Beispiel 2.2.1:

Beispiel 2.2.2: Dazu betrachten wir aus dem gegebenen Polyeder und dem Voronoi-
Diagramm eine Ausschnittsvergrofierung. Als 1-Seiten (das sind hier die (n — 1)-
Seiten) erhalten wir fiir po, p1,p2, 3 jeweils zwei Seiten und fiir p4 eine Seite.

Exemplarisch fiir p3 und p4 sind die 1-Seiten und fiir p3 auch die 0-Seiten dargestellt.

nF, —  Abbildung 2.2: Vergroferung: V,, und V,,
— sind hell und dunkel eingefarbt, respekti-
Fy np Ny ve. Auferdem sind die 1-Seiten Fi(p3) =
T I {(Foinry), (Fi;ng, )} und Fi(ps) = {(F5ng))
7 l eingezeichnet. Die Einheitsnormalenvektoren
p3 F P4 5 wurden zur besseren Darstellbarkeit skaliert.
‘/203 ‘/;?4
Foo
[ ] nFO
— nFy o
FO nFl FO nFO nFl
nr,
| o Fi Fiq
[
P3 Fy FO 1 NF1 0 MF11
Fy

Abbildung 2.3: Vergroferung: Die 1-Seiten (links) und die 0-Seiten (das sind die
Ecken von Fy bzw. Fy, Abbildungen in der Mitte bzw. rechts) fiir p3. Es sind Fy(Fo) =
{(Fo,0; kg, MEy o), (Fo,15 My, M, )} und Fo(Fq) = {(F10;F,, ), (Frgs e, i, )1 Die
Einheitsnormalenvektoren wurden zur besseren Darstellbarkeit skaliert.

O

Mittels der Seitenflichen lassen sich V,, ox und V,, - zerlegen (siehe Lemma 3.1.4):

Viok= |J dF, Vo= |J Ng.

FE]‘—n,1 (p) FE]'—H,] (p)

Das folgende Lemma erlaubt, die Frage nach der Kontrahierbarkeit von V) ;- auf
die Kontrahierbarkeit der Ny (Austrittsmengen der Seiten) und deren Schnitte zu
reduzieren — man setze dazu C; := Ny fir F € F,,_(p). Dadurch konnen wir die
Dimension der zu betrachtenden Mengen reduzieren, was von groffer Bedeutung fiir
die algorithmische Beurteilung der Kontrahierbarkeit ist.
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Lemma 2.2.4 (Vereinigung kontrahierbarer Mengen)
Es seien Cq,...,Cy kompakte Mengen, die die beiden Kontrahierbarkeits-Eigen-
schaften IKCi und KC, erfullen:

(K1) Cy,...,Cyx sind kontrahierbar.
(K2) Es gibt eine Permutation 1 auf {1,...,k} so, dass fir 1 <1<k—1 gilt:

(CamyU...UCxry) N Crugry st kontrahierbar.
k
Dann st auch die Vereinigung U C; kontrahierbar.
i=1
Bemerkung: Sind fiir alle I C {1,...,k} die Schnitte [);.; C; kontrahierbar, so er-
filllen die C; die Bedingungen K; und K, (vergleiche Lemma 3.1.6).

Abbildung 2.4: Spezialfall k = 2 in der
Ebene: C; und C, sind in beiden Abbil-
dungen kontrahierbar. Der Schnitt C;NC;
ist fett gekennzeichnet. In der rechten Ab-
bildung ist jedoch C; N C; nicht kontra-
hierbar und ebenso ist rechts C; U C; nicht
kontrahierbar.

Cy Cs

Um die Kontrahierbarkeit der Austrittsmenge N entscheiden zu konnen, ist es not-
wendig, ,kleine Zusammenhangskomponenten“ der Austrittsmenge, die ganz in der
Seite F liegen, feststellen zu konnen. Dies gelingt uns durch die Konstruktion eines
geeigneten Vektorfelds, zu dem wir eine Lyapunov-Funktion angeben konnen:

Definition 2.2.5 (Konstruktion eines zu n;‘ (0) orthogonalen Vektorfelds)

Fir F= (F,n.1,...,n i) € Fux(p) sei G die Projektion von Vng auf die affine
Hiille aff(F) von F (T aff(F) ist der Tangentialraum von aff(F)):
k

Gr: aff(F) — Taff(F), x— Vne(x) = D> (VAE(X), tn )Tn 1.
1=1

Das Vektorfeld Gr hat folgende Eigenschaften (siehe Satz 3.1.8):
1. Der von x = Gg(x) erzeugte Fluss bleibt flir Startwerte in aff(F) stets in aff(F).
2. Flir x = Gg(x) ist —mg(x) eine Lyapunov-Funktion.

Damit erhalten wir den folgenden Satz, der
es uns erlaubt, ,kleine Zusammenhangs-

komponenten“ der Austrittsmenge auszu- n7(0)
schlieffen:
Satz 2.2.6 (Ausschluss von Zusam- F

menhangskomponenten von N7)
Enthadlt F € F(p) keine Gleichgewichts-
punkte von x = Gg(x), so enthalt F kei-
ne (relativ zu F) kompakten Zusammen-
hangskomponenten von N oder Ni.

In der Abbildung ist eine Seite F und eine Zusammenhangskomponente von N, die
ganz in F liegt, dargestellt. Das Vektorfeld Gg(x) ist orthogonal zu ng 1(0), so dass Ng
einen Gleichgewichtspunkt von x = Gg(x) enthalt.
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Uns stehen nun die Hilfsmittel fiir die Formulierung der Kontrahierbarkeits-Kriterien
beziiglich (| V), - zur Verfligung. Jedenfalls in den Dimensionen 2 und 3 sind diese
effektiv algorithmisch nachpriifbar (siehe Abschnitt 3.3). In héheren Dimensionen
trifft das im allgemeinen nicht zu und unsere Ansatze miissen erweitert werden.
Das soll aber nicht Gegenstand dieser Arbeit sein. Wir geben die Kriterien in drei
Schritten an:

1. Kontrahierbarkeit der Seiten F durch Reduktion auf Unterseiten und Aus-
schluss kleiner Zusammenhangskomponenten von Nf — Lemma 2.2.7.

2. Kontrahierbarkeit von V, - durch Reduktion auf die (n — 1)-Seiten unter
Verwendung von 1. — Lemma 2.2.8.

3. Kontrahierbarkeit von (| V,,- fiir p € Q, Q C P mit |Q| > 2, durch Reduktion
auf Seiten unter Verwendung von 1. — Lemma 2.2.9.

Lemma 2.2.7 (Kontrahierbarkeit der Austrittsmenge der Seiten)

Firallek=1,...,.n—1 und alle F = (F;n._1,...,n) € F(p) gelte
(1) o {N; :Fe Fca(F) mat Np # ﬂ} erfillt die Kontrahierbarkeits-Eigen-
schaft IC,.
e Np =clF fiir alle F= (F,n.1,..., 1) € Fx1(F') oder

e Ny = @ fir alle F € F.1(F).
(2) x = Gp(x) hat auf clF' einen Gleichgewichtspunkt = ng # 0 auf clF’.

Dann st Nf:_ fur alle FeF, _1(p) kontrahierbar oder leer.

Beweisidee:

e Mit (1) und (2) folgt zunéchst, dass die Austrittsmenge N, fiir jede 1-Seite F/
kontrahierbar ist.

e Iterativ folgt dann aus (1) und (2) mit Lemma 2.2.4 fiir alle Seiten die Kon-
trahierbarkeit.

Lemma 2.2.8 (Kontrahierbarkeit von V,,;-)

Es habe {N; :Fe Faa(p) mit Np # ﬂ} die Ergenschaften K1 und K, oder se:
leer.

Dann 1st V,, 1~ kontrahierbar oder leer.

Bewewsidee: Mit C; = Ny lasst sich Lemma 2.2.4 anwenden.

Lemma 2.2.9 (Kontrahierbarkeit von (V)
Es set Q C P mit |Q] > 2, p € Q beliebig und es gelte:

e Es habe {N; :F e }"ﬁQ(p) } die Eigenschaften Kq und K, oder
e Ny =clF fir alle F = (Fn,,...,ny) € FﬁQ(p) oder
e Ny =0 fir alle F € FAalp).

Dann st m Vp1- kontrahierbar oder leer.
peQ
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Beweisidee: Der Beweis erfolgt unter Ausnutzung der Zerlegung von V, ;- in die
Seitenflachen (Lemma 3.1.4).

Diese drei Lemmata zusammengefasst ergeben den folgenden Satz:

Satz 2.2.10 (Triangulierung von K und L")
Sind fur alle p € P die Voraussetzungen der Lemmata 2.2.7 und 2.2.8 erfullt
und fur alle Q C P die Voraussetzungen des Lemmas 2.2.9, so gilt

H*(K> I—i) = H*(DKa DL*) .

In Dimension 2 und 3 vereinfachen sich die Kriterien und sie konnen wie folgt zu-
sammengefasst werden:

Satz 2.2.11 (Kontrahierbarkeits-Kriterien, 2D)
Es sei K ein Polyeder im R?. Die folgenden Bedingungen seien fiir alle p € P
erfullt:

(1) Fir jedes F = (F;ny) € F1(p) hat ng auf clF héchstens eine Nullstelle.
(2) Fir F,F € Fi(p) ist Ne NN, # 0 oder Ng = @ oder Ni, = 0.
Fiir alle Q C P 1st dann ﬂ Vp.i- kontrahierbar oder leer.

PeQ

Korollar 2.2.12 (Triangulierung von K und L, 2D)
Es sei K ein Polyeder im R? und die Kontrahierbarkeits-Kriterien, Satz 2.2.11,
seien erfullt. Dann gilt:

H*(K) Li) = H*(DKa DL’) .

Satz 2.2.13 (Kontrahierbarkeits-Kriterien, 3D)
Es sei K ein Polyeder 1m R3. Die folgenden Bedingungen seien fiir alle p € P
erfullt:

(1) Fir jedes F' = (F';n;,) € Fa(p) gilt:

(a) Fir jedes F = (F;ny,ng) € Fi(F) st Ge(x) # 0 auf clF oder ng # 0

auf clF.
(b) o Zu {Ny : Fe Fi(F) mit Np # 8} = (Ng,...,Np ] gibt es eine
Permutation mt: {1,...,k} = {1,...,k} so, dass fiir 1 <1<k—1
(Ng,,, U...UNg JNNg - # 0
oder

e Ny = 0 fur alle F € F(F).
(c¢) Gg/(x) #0 auf clF' oder ng # 0 auf clF'.

(2) [ Ng # 0 fiir alle Q C {Fe Fo(p): Ng # 0}

FeO
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(8) Fir jedesp’ € P, p’ #p 1ist

(1 Ne#8 oder Ng=§ firalleFe 75, ,(p).

F *
Gfﬂ{p.p’}(p)

Ny A0

Fiir alle Q C P 1st dann ﬂ Vp.- kontrahierbar oder leer.
peQ

Korollar 2.2.14 (Triangulierung von K und L~, 3D)
Es sei K ein Polyeder im R® und die Kontrahierbarkeits-Kriterien 2.2.13 seien
erfullt. Dann gilt:

H,(K,L7) = H,(Dg, D).

2.3 Auflosung interner Beriihrpunkte

Nun kommen wir zum zweiten Schritt: Der Auflosung interner Berithrpunkte von K
— so sie denn vorhanden sind. Es ist namlich leicht einzusehen, dass eine kompakte
Menge genau dann ein isolierender Block ist, falls sie keine internen Beriihrpunkte
besitzt (vergleiche Definition 4.1 und Satz 4.2). Fiir die algorithmische Umsetzung
ist es wesentlich, interne Beriihrpunkte sicher und effektiv ausschlieffen zu konnen.
Wir unterscheiden zwei Arten von internen Beriihrpunkten (vergleiche ebenfalls De-
finition 4.1):

o Fluss-tangentiale interne Beriihrpunkte, in denen der Fluss tangential zu 0K
ist.

e Nicht Fluss-tangentiale interne Beriihrpunkte, in denen der Fluss einen Knick-
punkt von 0K beriihrt.

Es ist niitzlich alle (n — 1)-Seiten von V, k, p € P, K ein Polyeder, in deren Rand ein
Punkt x € 0K liegt, mit

Frn1(K) = Fna(x,K;P) == {Fe Fuq(p;K) :p € P,x € clF }

zu bezeichnen (vergleiche Definition 4.1).

Ist s =[po,...,Pn1]) € Dgk ein (n—1)-Simplex, so gibt es zu jedem der po, ..., Pn_1
genau eine (n— 1)-Seite F € F,,_;(pi) mit FNs # @. Die Normalenvektoren ny dieser
Seiten sind alle gleich. Damit definieren wir ng := ng und ng := Ng.

s x § S T s . o s s
x
n
nsI ‘ ilnsl N E ) i Mg Mg
ry

Abbildung 2.5: In den beiden linken Abbildungen liegt ein Fluss-tangentialer interner
Beriithrpunkt vor; in den beiden rechten ein nicht Fluss-tangentialer interner Beriihr-
punkt.
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Korollar 2.3.1 (Ausschluss interner Beriihrpunkte I)
Es ser x € 0K. Gilt fiir etn (n—1)-Simplex s mit x € s, s € Dgk

Ns(x) #0

oder fir jedes (n —1)-Simplex s € Dox mit x € s
(@(x,0),ns) <0,

so 1st x kewn Fluss-tangentialer interner Beruhrpunkt.
Haben zusatzlich alle Simplexe s mit x € s den selben Normalenvektor ng, so
1st x kewn interner Beriuhrpunkt.

Korollar 2.3.2 (Existenz Fluss-tangentialer interner Beriihrpunkte)
Es se1 x € int s fiir etn (n—1)-Simplex s € Dyk. Ist

Ns(x) =0 wund (H(x,0),n) >0,

so 1st x ewn Fluss-tangentialer interner Berihrpunkt.

Wir verwenden folgende Sprechweise: Ein x € 0K heiflt konverer Knickpunkt, falls
flir je zwei Seiten Fo,F; € F,_1(x;K) und fiir beliebige xo € clFy, x7 € clF; gilt,
dass die Verbindungsstrecke [xg,x1] C K ist. Entsprechend ist x € 0K ein konkaver
Knickpunkt, wenn fiir je zwei Seiten Fo, F; € F,,_1(x; K) und fiir beliebige xo € cl Fo,
x1 € clF; gilt, dass fiir die offene Verbindungsstrecke ([xo,x1] — {x0,x1}) NK = @ gilt
(siehe auch Definition 4.1.5).

Satz 2.3.3 (Ausschluss interner Beriihrpunkte II)
Es se1 x € 0K ewn konvezer Knickpunkt. Gibt es ein F € F,,_1(x; K) mat ng(x) # 0,
so 1st x kewn interner Berihrpunkt.

Satz 2.3.4 (Ausschluss interner Beriihrpunkte III)
Es se1 x € 0K. Gult etne der folgenden Aussagen, so ist x kein interner Beruhr-
punkt.

e Esistne(x) >0 fur alle F € Fr1(x;K).
e Es st ne(x) <0 fur alle F € Frn1(x;K).

/ /
s 8 s 8 M
ns o ns Ny nl =\,

Abbildung 2.6: Links liegt ein interner Beriihrpunkt vor, in der Mitte und rechts ist x
kein Beriihrpunkt. (Die Austrittsmenge ist wie tiblich fett dargestellt.)

Zur Angabe eines Kriteriums fiir die Auflosbarkeit interner Beriihrpunkte benotigen
wir die folgenden Begriffe:

Ein (n — 1)-Simplex s € Dyk heift Schnittsimplez, falls f(x) nirgends tangential
beziiglich s ist (vergleiche Definition 4.2.1).

Fiir eine Menge C C R™ ist

oc: R = R,x = sup{t>0:(x,[0,t))NC=0}
und oc heiRt Schnittzeit (vergleiche Definition 4.2.2).



20 KAPITEL 2. GRUNDLEGENDE IDEEN UND DIE WESENTLICHEN SATZE

Schnittflachen, von denen Schnittsimplexe ein Spezialfall sind, und Schnittzeiten
wurden von Conley und Easton, [CE71], eingefiihrt. Conley und Easton haben auch
folgende Eigenschaften bewiesen:

Lemma 2.3.5 (Eigenschaften der Schnittzeit)
Es se1r s ein Schnittsimplex. Dann sind

(1) der Stetigkeitsbereich 1 von oy s offen und
(2) Oms(x) <00 = x€l

Jetzt konnen wir ein Konstruktionsverfahren zur Auflosung gewisser interner Beriihr-
punkte angeben:

Satz 2.3.6 (Auflésung interner Beriihrpunkte, 2D)

Es seien K ein Polyeder im R? und xo € int sy, so € Dak, ein isolierter Fluss-
tangentialer interner Beruhrpunkt. Auflerdem seien die folgende Bedingungen
erfullt:

(1) oak(x0) < 0.
(2) x7 := @(x0,00k(X0)) tst in der selben Zusammenhangskomponente von 90K
wie Xg.
(8) x1 € int sy fur ein Schnittsimplez s; € Dyk.
Dann fiihren wir folgende Konstruktionsschritte durch:
1. Es sei R:= @(xo, [0, Ount s, (x0)1).

2. (a) Wadhle x§ € so so, dass (xo,x,] C LT. Dabet ist (xo,x}] die halboffene
Verbindungsstrecke von xo und x); ohne den Punkt xo, aber mit x;.

(b) Es bildet 0K — {xo,x1} etne Partition von 0K. Mit R’ bezeichnen wir
den Abschluss der Komponente, die x| enthdlt.

(c) Es bezeichne B den Abschluss des von R und R’ berandeten Gebiets.

3. Konstruktion des neuen Komplezes:
Es seien nun
N ::cl(K—(BﬂK)),
L :=RuU(L”— (L NRY),
und die stmplizialen Komplexe
B = {s € Dk : s ist Seite eines 2-Simplex s’ € Dy mit s’ N B # § },
N = DK,
L ::(DL——{SEDL—:intsﬂR,#ﬁ})U
{'s € ON : s 1st Seite eines 1-Simplex s’ € ON mit s’ NR' # G} .

Enthalt N auf ON — R keine internen Bertuhrpunkte und ist B kontrahierbar, so
gult:
(1) (N,L) st ein Indezpaar.

(2) CH.(invN) = H,(N,L) = H.(N,L).
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Bemerkung: Die Menge N ist kein isolierender Block, da der Fluss iiberall tan-
gential zu R ist. Das Paar (N, L) ist aber in dem Sinne optimal, dass es zu jeder
zusammenhdngenden kompakten Menge M mit N € M C K und cl(intM) = M
ein x € OM und € > 0 mit (p(x, (—e, 0)U (0, e)) C int M gibt. Nach Konstruktion ist
namlich N die grofite Teilmenge von K mit folgender Eigenschaft: Zu jedem x € ON
gilt fiir alle e > 0, dass ¢ (x, (—€,0) U (0,€)) ¢ int M.

!
Ve Vs S0 'TO Vg R/

| [wall

Ve Vs Vq

v3

Zo

v1

Abbildung 2.7: Auflosung des Beriihrpunkts xy: Oben sind ein Ausschnitt aus dem
Delaunay-Komplex Dy sowie ein Orbitsegment durch den internen Berithrpunkt x,
dargestellt. Daraus lassen sich die ersten beiden Konstruktionsschritte ablesen. Im
mittleren Bild ist (N, L) dargestellt und schliefflich in der unteren Abbildung das

Paar (N,t).
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Kapitel 3

Triangulierung der Austrittsmenge L™

In diesem Kapitel fithren wir die Beweise der in Abschnitt 2.2 angegebenen Sat-
ze und skizzierten Schritte (Abschnitte 3.1 und 3.2). In Abschnitt 3.3 zeigen wir
schlieflich Kriterien zur rigorosen numerischen Uberpriifung der Kontrahierbarkeits-
Bedingungen.

Wie bisher ist @: R™ x R — R™ ein glatter Fluss, der Lésung von x = f(x) ist. Es
bezeichne K ein Polyeder mit Austrittsmenge L~ := L~ (K). Auferdem sei P C R™ eine
endliche Punktmenge, die den globalen Voraussetzungen (Definition 2.2.3) geniigt.
Insbesondere habe K keine internen Beriihrpunkte.

3.1 Beweise der Hilfsmittel

Fiir den Beweis von Satz 2.2.1 (Triangulierung der Austrittsmenge) bendtigen wir
folgende Lemmata:

Lemma 3.1.1 (Delaunay-Triangulierung von K)
Es qult

Bewews: Wir zeigen zunachst
1. IDax| C 0K und 2. 0K C Dkl

Ad 1.: Es sei s = [po,...,Px] € Dyk. Sind alle p; € clF fiir die selbe (n — 1)-
Seite F von 0K, so liegt auch das Simplex s ganz in clF C 0K. Waren nicht alle p; im
Abschluss der selben Seite von 0K, so fiihrte das zu einem Widerspruch: O.B.d.A. wa-
ren wenigstens po und p; nicht im Abschluss einer (n — 1)-Seite von 0K enthalten.
Nach der globalen Voraussetzung 3 wére dann aber V,,; NV, N 0K = @, d.h. erst
recht ﬂfzo Vp, ok = ﬂ]f:o V,, N 9K = @ und somit s & Dox.

Ad 2.: Es sei x € 0K. Der dem Delaunay-Komplex D zu Grunde liegende Raum |D|
ist gleich der konvexen Hiille conv P (vergleiche Definitionen C.1.1 und C.2.2) und
enthdlt somit K wegen vert K C P (globale Voraussetzung 1, Definition 2.2.3). Zu
einem x € 0K existiert daher genau ein k-Simplex s = [py,...,px] € D mit x € int s.
(Fir s = [po] ist ints =s.) Da x € 0K Nint s miissen auch py,...,px im Abschluss
der selben (n — 1)-Seite von 0K liegen. Wegen der globalen Voraussetzung 3 ist
damit Vi, NV, NOK # B fiir 0 < 1,j < k. Mithin ist (¥, Vi ok = (ko Vi N K # @
und s € D.

SchlieRlich folgt |Dk| = K aus |Dak| = 9K, denn K ist ein Polyeder und K C |[D| =
conv P. U

23



24 KAPITEL 3. TRIANGULIERUNG DER AUSTRITTSMENGE L™

Lemma 3.1.2 (Delaunay-Triangulierung von L)
Es seien Dy und D~ die Delaunay-Triangulierungen von K und L~, respektive.
Dann 1st Dy~ ewmn Unterkomplex von Dy.

Beweis: Fiir jedes Simplex [Q] € Dy ist ﬂpeQ V,1- # 0 (Definition des Delaunay-
Komplexes, siehe Definition C.2.2). Damit gilt erst recht () .o Vo1~ C (cq Vox #
@. AuRerdem sind D;- und Dy simpliziale Komplexe (Proposition C.2.4) und damit
ist D1~ ein Unterkomplex von Dy. O

Lemma 3.1.3 (Kompaktheit von L*)
Besitzt eine kompakte Menge M keine internen Beruhrpunkte, so sind L~ =
L~ (M) und LT = L*(M) kompakt.

Beweis: Vorbemerkung: Aus der Kompaktheit von M und der Stetigkeit von ¢
folgt: Gilt fiir ein x* € oM

Aussage Al: Vt>0ist @(x*,[0,t]) Z M bzw.
Aussage A2: Vt>0ist @(x*,[—t,0]) ¢ M,

so gilt (A1) bzw. (A2) auch in einer Umgebung von x*.
Aus der Kompaktheit von M folgt die Beschranktheit von L~. Ware L~ nicht ab-
geschlossen, so existierte eine Folge (x,,) in L~ mit x* := limx,, und x* ¢ L. Das

bedeutete:
vt > 0ist @(xn,[0,t]) ¢ M und

It* > 0 mit o(x*, [0,t*]) C M.

Da M keinen internen Beriihrpunkt hat, ware ¢(x*,[—t,0]) ¢ M fiir alle t > 0.
Mit der Vorbemerkung folgte, dass es eine Umgebung U von x* gabe, so dass fiir
alle x € U Aussage (A2) gelten wiirde. Da x* der Grenzwert von (x,,) ist, liegen fast
alle x,, in U. Es sei x,;» eines davon. Erneut folgte mit der Vorbemerkung, dass es
eine Umgebung U’ C U gébe, so dass fiir alle x € U’ Aussage (Al) gelten wiirde.
Damit hétten wir auf eine offenen Teilmenge von 0K beide Aussagen (Al) und (A2).
Das ware ein Widerspruch zur Eindeutigkeit von ¢.

Die gleichen Argumente zeigen mutatis mutandis die Kompaktheit von L*. 0

Satz 2.2.1, S. 11. (Triangulierung der Austrittsmenge)
Gult fiir alle Q C P

m V, 1~ st leer oder kontrahierbar,
peQ
s0 15t

H*(K) L_) = H*(DK)DL*) .

Bewers: Weil L~ ein Unterraum von K und Di- ein Unterkomplex von Dy ist
(Lemma 3.1.2), folgt mit Satz B.3.2, dass es die beiden folgenden exakten Sequenzen
gibt:

v — Ho(L7) — Hn(K) —— Ha(K,L7) —— Hy 5 (L7) — Hp(K) —— -
-+ — Hn(Dy—) — Hn(Dk) — Hn(Dk,Dp-) — Hno1(Dp-) — Hy1(Dx) — -

Da K keine internen Beriihrpunkte besitzt, ist L~ kompakt (Lemma 3.1.3). Nach Pro-
position C.2.4 sind somit die Voronoi-Diagramme Vi und V|- endliche abgeschlossene
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Uberdeckungen von K und L—, respektive, und Dk bzw. D~ geometrische Realisie-
rungen von nerve Vx bzw. nerveV;-. Fir jede Teilmenge Q C P ist nach Voraus-

setzung (), .o Vp,- leer oder kontrahierbar. Mit dem Satz vom Nerv (Satz C.2.5)

folgt jetzt, dass die Homologien isomorph sind: H,(L~) = H,(D{-). Lemma 3.1.1
impliziert, dass H,(K) = H, (D). Fiir die beiden exakten Sequenzen haben wir also:

-+ — Hy (L") —> H(K) —— Hy (K,L7) —— H,, (L") —> Hp_1(K) —— -
++ — Hn(Dy-) — Hn(Dg) — Hn(Dx,Di-) — Hn—1(Dp-) — Hna—1(Dx) —> -+~

Mit dem Fiinferlemma (Lemma B.3.3) folgt nun, dass H,(K,L~) = H, (D, D-) fiir
allen > 0. O

Lemma 3.1.4 (Zerlegung von V, 3« und V,-)
Firp e P gilt:

(1) Voox= |J dF (20 Vo = |J Ng.

FeFn_1(p) FeFn_1(p)

Beweis: Ad (1): Nach Definition von F,,_(p) ist F C V,, ok fiir jedes F € F,_1(p)
und aus der Kompaktheit von V,, 5« folgt damit clF C V,, ox. Umgekehrt gibt es zu
jedem x € V,, ok eine Seite F' € F(p) mit x € F/, denn jedes x € V,, ok ist in einer
Seite des Polyeders V,, x enthalten (vergleiche auch Definition C.1.3). Ist F’ eine k-
Seite von V), 5k mit k < n—1, so liegt F' im Abschluss wenigstens einer (n —1)-Seite.
Ad (2): Es sei x € V,1- C V,ok. Es gibt dann ein F € F,_;(p) mit x € clF
und ng(x) < 0. Ist np(x) < 0, so ist offenbar x € N. Falls ng(x) = 0 ist, sei U C cIF
eine Umgebung von x. Da x € L~ ist, enthalt eine jede Umgebung U’ C U von x
Punkte x’ mit n(x’) < 0, d.h. x € Ng. Nun sei umgekehrt x € N fiir ein F € F,,_(p).
Da K keine internen Beriihrpunkte enthilt, ist x € L~ oder x € L". Wire nun x ¢
L, so wire x € int " (Kompaktheit von L™ und L~, Lemma 3.1.3). Daraus folgte
aber ng(x) > 0, also x & Np. O

Lemma 3.1.5 (Homotopietyp der Vereinigung zweier Mengen)
Es seien C C R™ eine zusammenhdngende Menge sowie C' C R™ und C N C’
kontrahierbar. Dann besitzen C und C U C’ den selben Homotopietyp.

Bewers: Da C’ und C N C’ beide kontrahierbar sind und CNC’ ¢ C/, ist CN C’
ein strenges Deformationsretrakt von C’ (vergleiche [StZi94, Satz 2.4.4, S. 62]), d.h.:
Es gibt eine Homotopie h: C’ x [0,1] — C’ mit h(x,0) = Idc und h(x,1) € CNC’
flir x € C’ sowie h(x,t) = x fiir x € CN C’. Das gibt uns eine Homotopiedquivalenz

h(x,1) fir x e C/,

g:CuC'—=C, XH{
X sonst.

Zum Nachweis sei g: C - CUC’, x — x. Esist gog = Idc ~ Idc. Fiir die Homotopie

h(x,t) fir x € C/,

H: CuC'x[0,1]—=CuUC/, (X,t)H{
X sonst.

gilt H(x,0) = Idcycr und H(x,1) = go g(x). Es folgt go g ~ Idcycs. Damit ist g eine
Homotopiedquivalenz, und C hat den selben Homotopietyp wie C U C'. U
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Lemma 2.2.4, S. 15. (Vereinigung kontrahierbarer Mengen)
Es seien Cq,...,Cy kompakte Mengen, die die beiden Kontrahierbarkeits-Eigen-
schaften ICy und IC, erfullen:

(K1) Cy,...,Cyx sind kontrahierbar.
(KC2) Es gibt eine Permutation 7t auf {1,...,k} so, dass fir 1 <1<k—1 gilt:

(CnU) U...u Cn(l)) N Cﬂ(pr]) 1st kontrahierbar.

k
Dann st auch die Vereinigung U Cy kontrahierbar.

i=1

Beweis: Wir beweisen die Aussage durch Induktion nach k: Fiir k = 1 ist alles Klar.
k — k + 1: Die Aussage sei fiir k wahr. Haben nun C;,...Cy, Cy,; die Eigen-
schaften Iy und IC,, so gilt: Es gibt nach Voraussetzung eine Permutation 7t so,
dass (Crny U ... U Crug) N Cris1) kontrahierbar ist. Nach Induktionsvoraussetzung
ist Uli; Cr) kontrahierbar und nach Voraussetzung Ci;. Mit Lemma 3.1.5 folgt

jetzt, dass
Kkt

(Cﬂu) U...uU Cn(k)) U Cﬂ(k+1) = U C;
i=1

kontrahierbar ist. O

Manchmal ist es einfacher, die folgende stérkere Bedingung (vergleiche Abbildung)
anstatt K, nachzupriifen:

Lemma 3.1.6
Gilt fir kompakte Mengen Cq,...,Cyx und
fiir alle I C {1,...,k}

ﬂ C; st kontrahierbar,

iel Es ist C;NCaNCs = @ aber

so haben die C; die Kontrahierbarkeits- mit 7t = Id erfiillen Cy, C;, C;5 die

Eigenschaften Ky und IC,. Eigenschaft C,.
Beweis: Mit I = {i} folgt die Eigenschaft ;. Fiir jedes 1 € {1,...,k — 1} sind
nach Voraussetzung C; N Cyyq,...,Cy N Cyyq kontrahierbar. Nun folgt iterativ mit

Lemma 3.1.5 und der Voraussetzung, dass
(C] mCI_H) UU(C[HCH_]) - (C] U...UCl)ﬂC[+]

kontrahierbar ist. O

Wir kommen zur Untersuchung des Vektorfeldes (vergleiche Definition 2.2.5)

k

Gr(x) = Vng(x) — Z(VﬂF(X),nn4>ﬂn4-
=
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Zur Vorbereitung benotigen wir das folgende Lemma:
Lemma 3.1.7
Esset F=(Fn.q,...,nn ) € Fruxlp). Dann gilt

(1) aff(F) = v+ Taff(F), v € aff(F) ist ein affiner k-dimenstonaler Unterraum
des R™.

(2) Ist (vq,...,vn_k) eine Orthonormalbasis von T aff(F), so ist

(V1) ceoy Vn— M1, . .. )nn—k)

emne Orthonormalbasis des R™.

Bewets: Die erste Aussage folgt sofort aus den Definitionen. Zur zweiten Aussage:
Nach Konstruktion sind alle n,,_; paarweise zueinander orthogonal. Ebenfalls nach
Konstruktion liegen die n,,_ nicht in T aff(F). Also ist (vq,..., Vi, 1, .-+, k)
ein Orthonormalsystem ist, das aus n Vektoren besteht. 0

Satz 3.1.8 (Lyapunov-Funktion fiir x = G¢(x))
ZuF = (Fn.1,...,nx) € Frxlp), 1 <k <n betrachten wir den von x = Gg(x)
erzeugten Fluss (x,t) — x-t. Es qult

(1) Gg(x) ist ein Vektorfeld auf aff(F), d.h. Gg: aff(F) — Taff(F).

Der von x = Gg(x) erzeugte Fluss bleibt somat fiir Startwerte in aff(F) stets
wn aff(F).

(2) Durch —pg(x) st eitne Lyapunov-Funktion beziglich (x,t) — x -t gegeben,

d.h. fur x € aff(F) st —Mp(x) < 0 und —Me(x) = 0 genau dann, wenn x ein
Gleichgewichtspunkt von x = Gg(x) ist.

Damat ist —mg(x-t) < —mg(x), falls x kein Gleichgewichtspunkt ist undt > 0.

Beweis: Ad (1): Wegen Lemma 3.1.7 geniigt es zu zeigen, dass Gg(x) L n, ; flir 1 <
i < k. Dies folgt aus

k
<GF(X)>nnfi> = <VnF(X)>nn71> - Z<VHF(X),nn4> <nn71>nn7i>
1

1=
= (Vne(x), nn 1) — (Vne(x),nn4) =0.

Zum Beweis der zweiten Aussage:
Vorbetrachtung: Fiir eine Orthonormalbasis (by,...,b,,) des R™ und a € R™ gilt

a= i(a,bﬁbi und damit (a,a) = i(a,bi)z.
i=1 i=1
Jetzt erhalten wir
k
—Ne(x) = (=Vne(x), Ge(x)) = (=Vne(x), Vne(x)) + Z(VHF(X),nmoz

1=1
<0

auf Grund der Vorbetrachtung und Lemma 3.1.7. Dabei ist —Mg(x) = 0 dann und
nur dann, wenn —Vng(x) = 0 oder —Vng(x) eine Linearkombination der n, ; ist.
Das sind genau die Gleichgewichtspunkte von x = Gg(x).
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Ist x kein Gleichgewichtspunkt, so folgt —1¢(x - &) # O fiir jedes ¥ € R und fiir t > 0
ist

—ne(x - t) — (—nr(x)) = Mp(x - )t <0
fiir ein 9 € R, d.h. —mg(x - t) < —1§(x). O

Satz 2.2.6, S. 15. (Ausschluss von Zusammenhangskomponenten von Ni)
Enthdlt F € F(p) keine Gleichgewichtspunkte von x = Gg(x), so enthdlt F keine
(relativ zu F) kompakten Zusammenhangskomponenten von Ng oder N{.

Wir zeigen das Kontrapositivum:

Korollar 3.1.9 (Existenz von Gleichgewichtspunkten)
Enthdlt F € F(p) eine relativ zu F kompakte Zusammenhangskomponente C
von Ng oder N{, so enthdlt C einen Gleichgewichtspunkt von x = Gg(x).

Beweis: Aus der Beschrinktheit von C und der Definition von Nj folgt ng = 0
auf 0C. Zunachst nehmen wir an, dass es ein x € C mit —mg(x) < 0 gibt. Dann
wird das Minimum m := min{ —Mg(x) :x € C } < 0 etwa in X € int C angenommen
(x kann nicht auf 0C liegen, denn dort ist ng = 0). Damit ist X ein Gleichgewichts-
punkt. Andernfalls flihrte —mg(x - t) < —mg(Xx) = m fiir t > 0 zu einem Widerspruch
(vergleiche Satz 3.1.8).

Gibt es ein x € C mit —mg(x) > 0, so zeigen die vorigen Argumente mutatis mutandis
die Existenz eines Gleichgewichtspunkts.

Das beweist die Aussage, denn ¢ = 0 auf C kann auf Grund der Definition von Nf
ausgeschlossen werden. O

3.2 Kontrahierbarkeits-Bedingungen

Wir beweisen nun die Kontrahierbarkeits-Bedingungen Lemma 2.2.7, Lemma 2.2.8,
Lemma 2.2.9 sowie die Spezialisierungen auf den R? (Satz 2.2.11 und Satz 2.2.12)
und R? (Satz 2.2.13 und Satz 2.2.14).

Lemma 3.2.1 (Kontrahierbarkeit der Austrittsmenge einer Seite)
FirpeP, F=(Fn.1,...,nu) € Flp), 1 <k<n-—1, gelte:

(1) o {Nf:FeF(F) mit Nf # 0} habe die Kontrahierbarkeits-Eigen-
schaften Ky und K, oder
o Ny =clF fiir alle F = (F;nn1,..., 1) € Fr1(F') oder
° N; =4 fur alle F € F_4 (F').

(2) x = Gg(x) hat auf clF' einen Gleichgewichtspunkt — ng # 0 auf clF'.

Dann 1st N, kontrahierbar oder leer.

Beweis: Fall 1, Ng = clF fiir alle F € F4(F'): Dann ist Ng, = clF/, denn an-
dernfalls gédbe es in F’ eine kompakte Zusammenhangskomponente von N,. Damit
enthielte F’ einen Gleichgewichtspunkt von x = G¢(x) (vergleiche Korollar 3.1.9) und
ein x mit ng/(x) = 0. Das ware ein Widerspruch zu Bedingung (2). Also ist Ng, = clF’
und somit kontrahierbar.
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Fall 2, N = @ fiir alle F € F4(F'): Analog zu Fall 1 folgt, dass Ng, = 0. Sonst
géabe es eine kompakte Zusammenhangskomponente von N, und somit einen Gleich-
gewichtspunkt von x = Gg(x) in clF’' sowie ein x € cl F' mit ng (x) = 0.

Fall 3: Liegt weder Fall 1 noch Fall 2 vor, so folgt mit Bedingung (1) und dem
Lemma 2.2.4, dass

OFNNp = |J Ng
FeF 1 (F)

kontrahierbar ist. Daher gibt es eine Zusammenhangskomponente C von N, die den
Schnitt 9F' N N, enthélt. Ware C nicht kontrahierbar, so gidbe es eine geschlossene
Kurve v in C, die in C nicht auf einen Punkt zusammenziehbar ware. Das von vy
berandete Gebiet enthielte Punkte x mit ng/(x) > 0, d.h. eine kompakte Zusammen-
hangskomponente von N{, und somit auch einen Gleichgewichtspunkt von x = G/(x)
(Korollar 3.1.9). Weil es dann auch Punkte x mit ng/(x) = 0 gébe, filhrte das zu einem
Widerspruch (Bedingung (2)). Die Zusammenhangskomponente C C N, ist damit
kontrahierbar. Gébe es auer C noch weitere Zusammenhangskomponenten von N,
so wadren diese kompakt und enthielten ebenfalls einen Gleichgewichtspunkt (Korol-
lar 3.1.9): Widerspruch. Also ist N, = C und kontrahierbar. O

Lemma 2.2.7, S. 16. (Kontrahierbarkeit der Austrittsmenge der Seiten)
Firallek=1,....n—1 und alle F/ = (F;n._1,...,n) € Fc(p) gelte
(1) o {Np:Fe F(F) mit Nf # 8} erfillt die Kontrahierbarkeits-Eigen-
schaft IC,.
e Ny =clF fir alle F= (F;nn1,...,u1) € Fii1(F') oder
e N = 0 fir alle F € F(F).

(2) x = Gg/(x) hat auf clF' eitnen Gleichgewichtspunkt —> ng # 0 auf clF’.
Dann st N]{ fiir alle Fe Fo; (p) kontrahierbar oder leer.

Beweis: Wir beweisen induktivfir 0 <k <n-—1:
Fiir jedes F' € Fy(p) ist N, kontrahierbar oder leer. (%)

k = 0: Jede 0-Seite ist ein Punkt und damit gilt (*) fiir k = 0 ganz offenbar.

k—1 — k: Es gelte () fiir k—1 und es sei F’ € Fy(p). Damit haben die Austrittsmen-

gen Ny fiir F € F(F) mit N # @, die Kontrahierbarkeits-Eigenschaft ;. Aus

den Voraussetzungen (1) und (2) sowie aus (x) folgt mit Lemma 3.2.1 die Aussage.
U

Lemma 2.2.8, S. 16. (Kontrahierbarkeit von V,-)

Es habe { Ny : F € F1(p) mit Ny # @} die Eigenschaften K1 und K, oder set
leer.

Dann 1st V1~ kontrahierbar oder leer.

Bewets: Sind alle N leer, F € F,_1(p), soist V,,1 - wegen der Zerlegungseigenschaft
(Lemma 3.1.4) leer. Andernfalls gilt: Mit Lemma 2.2.4 folgt aus der Voraussetzung,

dass die Vereinigung
U Ne= U N

FeF,_1(p) FeFn_1(p)
Ny £8
kontrahierbar ist. Mit der Zerlegung von V, - (sieche Lemma 3.1.4) folgt dann die
Behauptung. 0
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Lemma 2.2.9, S. 16. (Kontrahierbarkeit von [V, -)
Es set Q CP mit|Q| > 2, p € Q beliebig und es gelte:

e Es habe { Ny :Fe FAalp) } die Eigenschaften Ky und K, oder
o Ny =clIF fiir alle F= (F,naq,...,1) € }"ﬁQ(p) oder

e Ny =0 fir alle F € }"ﬁQ(p).

Dann st ﬂ Vp.i- kontrahierbar oder leer.
peQ

Bewetrs: Wir machen zunachst zwei Vorbemerkungen fiir p,p’ € Q:
(1) Fe fﬁQ(p),F’ € FﬁQ(p’),F =F = Ny=Ng.
(2) ZuFe fﬁQ(p) gibt es ein F' € ]:ﬁQ(p’) mit F=TF.

Zur ersten Bemerkung: Sind F = (F;n1,..., o), F = (Fsn/_4,...,n) ) (n—k)-
Seiten von V,, 1 -, so liegt wegen der globalen Voraussetzung 4 (Deﬁnltlon 223)F=F
in einer (n — 1)-Seite von K. Damit ist n,,_; =n/_; und mit der Definition von N¢
folgt die Behauptung.

Zur zweiten Bemerkung: Aus der Definition von FﬁQ(p) folgt fiir eine (m — k)-
Seite F € 7} 4(p), dass F € 7y x(p) und F C V,yr ok. Also gibt es ein F' € Fy x(p’)

mit F =F". Nun folgt aus F' = F C (1 .o Vpo, dass F' € FAalp).

Damit ist

U Ne= | Ng
FeFA o F'ers o (p')

fiir alle (p,p’) € Q x Q. Mit der Zerlegungseigenschaft (Lemma 3.1.4) folgt

(N Veox=() U dF

PeQ PEQFEFS o (p)

und das impliziert

Ve =) U Ne= U Np (%)

PeQ peQ Fe]—‘* () Fe]—‘*

fiir ein beliebiges q € Q. Nun unterscheiden wir folgende Falle:

A. { Ny :Fe }"ﬁ Q(p) } erfiillt die Kontrahierbarkeits-Eigenschaften X7 und /C,: Dar-
aus folgt mit Lemma 2.2.4 aus (x), dass () .o Vp, 1~ kontrahierbar ist.

B. Ny =clF fiir alle F € F 4(p): Aus (x) folgt dass (,cq Vo = UFefaQ(q) clF ist

und damit kontrahierbar.
C. Ng = 0 fiir alle F € F5(p): Dann ist (),cq Voo = 0 aus () offensichtlich.D



3.2. KONTRAHIERBARKEITS-BEDINGUNGEN 31

Bemerkung: Man beachte, dass aus (1) in Lemma 2.2.7 nicht die Voraussetzungen
des Lemmas 2.2.9 folgen. In Lemma 2.2.7, (1) wird nur der Schnitt von (k—1)-Seiten
etner k-Seite betrachtet, wohingegen in Lemma 2.2.9 der Schnitt von (k — 1)-Seiten
moglicherweise mehrerer k-Seiten vorliegen kann.

Satz 2.2.10, S. 17. (Triangulierung von K und L7)
Sind fir alle p € P die Voraussetzungen der Lemmata 2.2.7 und 2.2.8 erfullt
und fur alle Q C P die Voraussetzungen des Lemmas 2.2.9, so gilt

H*(K) I—i) = H*(DK) DLf) .

Bewers: Aus den Lemmata folgt, dass fiir alle Q C P der Schnitt ﬂpeQVp’Lf kon-
trahierbar oder leer ist. Mit Satz 2.2.1 folgt dann die Aussage. O

Satz 2.2.11, S. 17. (Kontrahierbarkeits-Kriterien, 2D)
Es sei K ein Polyeder im R?. Die folgenden Bedingungen seien fiir alle p € P
erfullt:

(1) Fir jedes F = (F;n) € Fi(p) hat ng auf clF héchstens eine Nullstelle.
(2) Fir F,F € Fi(p) ist Nt N Ng, # 0 oder N = @ oder N¢, = 0.

Fiur alle Q C P 1st dann ﬂ Vp1- kontrahierbar oder leer.
peQ

Beweis: Fiir jedes p € P haben wir: Die Menge der (n — 1)-Seiten, das sind hier
die 1-Seiten, besteht aus ein oder zwei Seiten, F;(p) = {Fo, F1}. Fiir Q := { Fe Fi(p):
Ny # ﬂ} gibt es somit folgende Falle:

Q = @: Dann ist V, - = 0.

QO = {F}: Aus Voraussetzung (1) folgt, dass Ny kontrahierbar oder leer ist: Hat n
auf F keine Nullstelle, so ist Ng = clF, also kontrahierbar (Ny = @ kann wegen
der Definition von Q ausgeschlossen werden). Ist xo € F Nullstelle von ng, so
zeigt die lineare Homotopie H: N x[0,1] — N, (x,t) — xot+x(1—t) die Kon-
trahierbarkeit von Np. Also hat Ny die Kontrahierbarkeits-Eigenschaften X,
und £C,.

Q ={F,F'}: Aus Voraussetzung (1) folgt wie eben die Kontrahierbarkeit von N¢
und N,. Mit (2) folgt, dass Ny N N, kontrahierbar ist. Damit haben N, N,
die Kontrahierbarkeits-Eigenschaften K; und K,. (Die Félle N = §, Ng, = §
konnen auf Grund der Definition von () ausgeschlossen werden.)

Somit zeigt Lemma 2.2.8, dass V), ;- kontrahierbar oder leer ist.

Anwendung des Lemmas 2.2.9: Der Schnitt mindestens zweier verschiedener 1-Seiten
(Liniensegmente) in der Ebene besteht aus maximal einer 0-Seite (Punkt). Damit
ist fﬁQ(p) fir jedes Q C P, |Q > 2 leer oder ein Punkt. Somit haben die Np
fir F € Fﬁ Q(p) die Kontrahierbarkeits-Eigenschaften K; und &, oder sind alle leer.

Lemma 2.2.9 zeigt jetzt die Kontrahierbarkeit von ﬂpeQVp‘Lf fir Q C P. O
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Bemerkung: Ein alternativer Zugang ware, den Ausschluss kleiner Zusammenhangs-
komponenten von Ny mittels der Gleichgewichtspunkte von x = Gg(x) zu fordern
(anstatt der Existenz nur einer Nullstelle von ng auf F); vergleiche Lemma 2.2.7.
Im Falle n = 2 ist die direkte Uberpriifung mittels des Tests auf Nullstellen von ng
jedoch einfacher.

Korollar 2.2.12, S. 17. (Triangulierung von K und L-, 2D)

Es sei K ein Polyeder m R? und die Kontrahierbarkeits-Kriterien, Satz 2.2.11,

seien erfullt. Dann gilt:
H*(K) L_) = H*(DK) DL*) .

Bewews: Das Korollar folgt durch Anwendung von Satz 2.2.1 aus dem eben bewie-
senen Satz 2.2.11. 0

Satz 2.2.13, S. 17. (Kontrahierbarkeits-Kriterien, 3D)
Es sei K ein Polyeder im R3. Die folgenden Bedingungen seien fiir alle p € P
erfullt:

(1) Fir jedes F' = (F';n,) € Falp) gult:

(a) Fir jedes F = (F;ny,ng) € Fi(F) st Ge(x) # 0 auf clF oder ng # 0

auf clF.
(b) o Zu {N; : Fe Fi(F) mit Np # 8} = (Ng,...,Np ] gibt es eine
Permutation mt: {1,...,k} = {1,...,k} so, dass fiir 1 <1<k—1
(Ng,,,U...UNg JNNg - #0
oder

e Ny = @ fir alle F € Fi(F).
(c) Gp/(x) #0 auf clF' oder ng # 0 auf clF'.

(2) [\ Ng # 0 fiir alle Q C {Fe Fo(p): Np # 0}

FeO

(8) Fir jedes p’ € P, p’ #p 1st

ﬂ N; 7§ ﬂ oder N; = ﬂ f’u,’r‘ alle F € Fﬁ{pyp/}(p)'
Fe]—‘a{p‘p,}(m
Np #

Fiir alle Q C P st dann ﬂ Vo1~ kontrahierbar oder leer.
peQ
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Bewews: Wir zeigen, dass die Voraussetzungen der Lemmata 2.2.7, 2.2.8 und 2.2.9
erfillt sind:

Lemma 2.2.7, k = 1. Eine 1-Seite F’ hat genau zwei 0-Seiten Fy und F;: Fo(F') =
{Fo, F1}. Damit ist Voraussetzung (1) in Lemma 2.2.7 stets erfiillt. Voraussetzung (2)
in Lemma 2.2.7 ist wegen (1a) erfiillt.

k =2: Fir F' € F,(p) und 1+ 1 verschiedene 1-Seiten Fq,...,F 1 € F;(F') (Linien-
segmente) ist (c1F;U...UclF)NclFi ein Punkt oder leer. Aus Voraussetzung (1b)
folgt also, dass Ng ,...,Ng . die Eigenschaft K, besitzen oder Ny = clF fiir al-
le F € 71(F') oder Ny = f fiir alle F € F7(F’) gilt. Voraussetzung (1) in Lemma 2.2.7
folgt somit aus (1b). Voraussetzung (2) ergibt sich unmittelbar aus (1c).

Insgesamt zeigt Lemma 2.2.7 nun, dass die N fiir jede 2-Seite F € F(p), das sind
hier die (n — 1)-Seiten, kontrahierbar sind.

Lemma 2.2.8: Bs sei Q C {Fe F(p) : Np # 0}, Q # @. Wir unterscheiden:
Q = {F}: Dann ist (.o Nf = Ny als Austrittsmenge einer 2-Seite kontrahierbar
(Lemma 2.2.7).
Q ={Fo,F1}: Es sind N, N; kontrahierbar (Lemma 2.2.7). Der Schnitt clFoMclFy
ist ein Liniensegment und es gibt jeweils 1-Seiten Fo € T, (Fo), F, € 7 (Fy) mit clFoN
clF; =clFy = cl Fy. Damit ist N;O ﬂN;] = N]{ ﬂN]{ . Weil N% und N]{ kontrahierbar
0 1 0 1

sind (Lemma 3.2.1), ist N- NN kontrahierbar, falls nicht leer.

0 1
|Qf > 3: In diesem Fall ist ()., clF ein Punkt, d.h. ()., Ny kontrahierbar, falls
nicht leer.

In jedem der drei Félle ist ()., Ny kontrahierbar und die Voraussetzung von Lem-
ma 2.2.8 ergibt sich damit aus (2) und Lemma 3.1.6.

Lemma 2.2.9: Es konnen drei Falle auftreten:

Fholp) = @ : Nichts ist zu zeigen.

}?‘]Q(p) C Folp) : Damit ist }?‘]Q(p) = {F} fiir ein F € Fy(p). Als Teilmenge
von FEQ(p) ist nur QO = {F} mdglich und (., Ny = Ny = F ist kontrahierbar
oder Ny = 0. (Jede 0-Seite ist ein Punkt.)

FHolp) C Filp) : In diesem Fall ist Q = {p,p'} fiir verschiedene p,p’ € P, und
es gilt }?‘]Q(p) = {Fo, F¢} fiir 1-Seiten Fo,F; € Fi(p). Ware |Q| > 3, so bestiinde
der Schnitt (1, .o V1~ aus maximal einem Punkt, wére also eine 0-Seite oder leer
(vorherige Falle). Wegen (8) und Lemma 3.1.6 sind mithin die Voraussetzungen des
Lemmas 2.2.9 erfiillt. O

Korollar 2.2.14, S. 18. (Triangulierung von K und L~, 3D)

Es set K ein Polyeder im R3 und die Kontrahierbarkeits-Kriterien 2.2.13 seien
erfullt. Dann gilt:

H*(K) I—i) = H*(DK) DLf) .

Bewews: Das Korollar folgt durch Anwendung von Satz 2.2.1 aus dem eben bewie-
senen Satz 2.2.13. 0J
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3.3 Rigorose Uberpriifung der Kontrahierbarkeits-Be-
dingungen mit numerischen Methoden

In diesem Abschnitt geben wir verlissliche numerische Kriterien zur rigorosen Uber-
prifung der Kontrahierbarkeits-Bedingungen in den Dimensionen 2 und 3 an. Fiir
die konkrete Umsetzung der Ergebnisse des vorigen Abschnitts sind diese von grofier
Bedeutung: Die Kontrahierbarkeit der Austrittsmenge einer 1-Seite F kann etwa tiber
das Vorzeichenverhalten von ng entschieden werden. Nun kann aber das Vorzeichen
von Mg nicht in jedem Punkt von F direkt tiberpriift werden. Vielmehr sind durch
entsprechende Abschdtzungen und die Berechnung von ng(x) fiir ein x € F verlass-
liche Aussagen iiber das Vorzeichenverhalten von ng auf ganz F zu machen. Ganz
wesentlich ist hierbei, dass es Algorithmen zum Umgang mit Anordnungen von Hy-
perebenen gibt, insbesondere um die Seiten F(p) berechnen zu kénnen. Wir verwei-
sen dazu auf die Monographie ,,Algorithms in Combinatorial Geometry* von Herbert
Edelsbrunner, [Ed87].

Zur Notation: Fiir eine Seite F € F(p) definieren wir den Durchmesser als diam F :=
maxyyear|x —yl. Sind x,y € R™, so bezeichnen wir die Verbindungsstrecke von x
und y mit [x,y]:={x+tly—x):te[0,1]}.

Lemma 3.3.1 (Ausschluss von Nullstellen fiir ng)
Es seten F = (F,n,._1,...,nx) € Fax(p) eine Seite und

So = So(F) > max [Df(£) 'yl
Dann gilt:
(1) 3Ix € clF mit ng(x) > Spodiam F — Ng > 0 auf clF,
(2) Ix € clF mit ng(x) < —SpdiamF = Ng < 0 auf clF,

(8) 3x € clF mit me(x)| > Sodiam F = Ng # 0 auf clF.

Bewers: Wir nehmen an, dass xo € clF eine Nullstelle von 1 ist. Zu jedem x € clF
gibt es ein & = &(x) € [x, %] mit f(x) = f(xo) + Df(&)(x — xo). Wir hatten dann fiir
jedes x € clF

|< nn— >’—’< ( ) Tln_1>—|—<Df(((.,)(X—Xo),TLn_]>|
nr(xo) + (DF(E)(x —%x0), Nn_1)| = (DF(&)(x — X0), 1)l
[(x — x0) TDF(&) "l < [x — xol[DF(E) T

SodiamF.

mE(x

IA I

Aber nach den Voraussetzungen ist jeweils ng(x)| > SodiamF fiir ein x € clF. Es
folgen die drei Aussagen. 0
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Lemma 3.3.2 (Ausschluss von zwei Nullstellen)
Es seten F € Fi(p), {n,} eine Orthonormalbasis von T aff(F) und

S1:=S51(F) > max [(DVng(En,, ny)l.

EecclF

Gult fur ein x € clF
d
dn,

so hat N auf clF hochstens eine Nullstelle.

> SydiamF,

Ne(x)

Bewews: Hatte ng auf clF zwei Nullstellen &y und &;, so ware &; = & + ton, fiir
ein to € R — {0} und es existierte ein xo € cl F mit

0 =ne(&1) — (&) = Ne(xo)to .

dn,

Somit ware d—flvnp(xo) = 0. Wegen d;ivnF(x) = (Vng(x),n,) und der Darstellung
Vne(x) = Vne(xo) + DVNe(&)(x —x0), & = &(x) € [x,%0] geeignet,

folgte dann fiir x € clF:

d
oel| =)

= |(Vnr(xo), ny) + (DVNE(E) (x — %0), My)|
d

= ‘d Nr(xo) + (DVNE(&)(x —x0), 1)
n,

= (DVNE(&)(x = x0), )| = x — %ol (DVne(E)ny, ny)l

< S;diamF.

Das ware ein Widerspruch zur Annahme |d_ngn]:(x)’ > S;diamF. O

Lemma 3.3.3 (Ausschluss von Gleichgewichtspunkten von x = Gg(x))
Es seten F = (F,n,._1,...,Nnx) € Frx(p), (vi,...,vnx) etne Orthonormalbasis

von aff F und
n—k n—k

S2:=5,(F) >max ) > [(DVne(&)vi,v)l.
1=1 i=1

EcclF

Gult fur ein x € clF, dass
|GE(x)| > Spdiam F,
so enthalt clF keinen Gleichgewichtspunkt von x = Gg(x).

Bewews: Wir beweisen das Kontrapositivum: Ist xo € clF ein Gleichgewichtspunkt
von x = Gg(x), so gilt |Gg(xo)| < S;diam F fiir alle x € clF.
Vorbemerkung: Fiir eine Orthonormalbasis (by,...,b,,) des R™ und a € R™ gilt

n

a = Z(a, bi>bi .

i=1
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Mit der linearen Approximation Vng(x) = Vng(xo) + DVNe(&)(x — xo) flir x € clF
und ein & = &(x) € [x,xo] erhalten wir wegen Gg(xo) =0

Gr(x) = Vng(xo) + DVNe(E)(x — xo)
k

- Z<VnF(XO) + DVNEr(E) (x — Xo), Mn—1) 1

1=1
k

= Vne(xo) — Z<VnF(XO)>nnfl>nn71

1=1
k

+D V(&) (x = xo) = ) (DVNE(E)(x = X0), )it

1=1
k

= DVne(£)(x —x0) = D_(DVNE(&)(x = X0), M )Tl 1.

1=1

Ist (v1,...,vn_x) eine Orthonormalbasis von Taff(F) und (x — xo) Zoclvl, SO

erhalten wir mit Lemma 3.1.7, (2) und der Vorbemerkung

n—k n—k
Gr(x) =) (DVne(&)(x —xo),vi)vi = ) _(DVng(& Z XiVi, V)V
rltiL n—k -
=3 ) o(DVnE(&)vi, vim

=1 i=1
Mit der Ungleichung

n—k

n—k
§ 2 __
a«i —
i=1 i=1

erhalten wir |o;| < diam F. Somit ergibt sich

= |x —xo| < diamF

n—k n—k

Gr(x)| < diamF )} (DVne(&)vi, vyl < SzdiamF.
=1 i=1

O

Satz 3.3.4 (Rigorose numerische Kontrahierbarkeits-Bedingungen, 2D)
Es sei K ein Polyeder im R?. Die folgenden Bedingungen seien fiir alle p € P
erfullt.

(1) Fir jedes F € Fi(p) und eine Orthonormalbasis {n,} von Taff(F), gibt es
e x € clF mat

Me(x)| > So(F)diamF  oder

(x)] > S7(F)diamF.

(2) Fir je zwei verschiedene Seiten F,F' € Fi(p) mit clFNclF = {x*} sind
Ne(x*), M (x*) > 0 oder es gibt x € clF, x" € clF mat

ne(x) < —So(F)diamF oder np(x') < —So(F')diamF’.
Dann st ﬂ Vo fur alle Q C P kontrahierbar oder leer, und es gilt

peQ
H*(K) I—_) = H*(DK) DL*) .
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Bewets: Mit den Lemmata 3.3.1 und 3.3.2 erkennen wir, dass aus Voraussetzung (1)
bzw. (2) Voraussetzung (1) bzw. (2) des Satzes 2.2.11 folgt. Mit diesem Resultat
und mit dem Korollar 2.2.12 folgen dann die Aussagen. 0

Satz 3.3.5 (Rigorose numerische Kontrahierbarkeits-Bedingungen, 3D)
Es sei K ein Polyeder im R3. Die folgenden Bedingungen seien fiir alle p € P
erfullt:

(1) Fir jedes F' = (F';n,) € Fa(p) gilt:
(a) Fir jedes F = (F,ny,ng) € Fi(F') gibt es ein x € clF mit [Gg(x)| >
S,(F)diam F oder ng(x)| > So(F) diam F.
(b) Ewne der beiden Aussagen sei wahr:

o FEnthalt
{F e F(F): Es gibt kein x € cIF mit ng(x) > So(F) diamF }
={F,...,F}
mandestens zwetr Seiten, so ser m: {1,...,k} —» {1,...,1} eine Per-

mutation und mit 1 <1< k—1
Q1 = (CIF] U...uU ClFl) N C].Fpr] .

Fir alle 1 enthalt ), ein oder zwer Punkte. Fiir jeweils wenigstens
emn x € QO set Ng(x) < 0.

e FWr jedes F = (F;ny,ng) € F1(F') gibt es ein x € clF mat ng(x) >
So(F)diam F.

(c) Es gibt ein x € clF' mat
|Gg/(x)] > S,(F')diamF’"  oder Mg (x)| > So(F')diamF’.

(2) Fir jedes Q C {F € F(p) : Es gibt kein x € clF mit ng(x) > So(F) diamF}

enthdlt ﬂ clF ein x* mait ne(x*) < 0 fir alle F € Q.
FeOQ

(8) Fir jedes p’ € P, p’' #p gilt:
Ist fﬁ{p‘p,}(p) = {Fo,F1} C Fi(p) und gibt es kein xo € Fy oder x; € Fq
mat Mg, (xi) > So(Fi)diamF; (i =0 oder 1), so sind mit dem Schnitt {x*} =
clFoNclFy sowohl ng, (x*) < 0 als auch ng, (x*) < 0.

Dann st ﬂ Vo fur alle Q C P kontrahierbar oder leer, und es gilt

PeQ

H*(K) L_) = H*(DK) DL*) .

Bewers: Mit Lemma 3.3.1 sehen wir, dass

{FeRp): N #£0}
cQ:= {F € Fo(p) : Es gibt kein x € cl F mit ng(x) > So(F) diam F } .

Ist also (e Nf # @, so ist erst recht (Nrex,(» N # 0. Analoge Aussagen gelten
N; #

fir Fe 7 (F)und F € }"ﬁ{p‘p,}(p).

Nun priifen wir mit Lemma 3.3.1 und Lemma 3.3.3 unmittelbar nach, dass die Voraus-

setzungen hier die Voraussetzungen des Satzes 2.2.13 implizieren. Mit Satz 2.2.13 und

Korollar 2.2.14 folgen dann die Aussagen. O
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Kapitel 4

Auflosung interner Beriuhrpunkte

Jetzt behandeln wir den zweiten Schritt der Konstruktion isolierender Blocke, die
Auflosung interner Berithrpunkte, im Detail. Wie bisher sei ¢: R™ x R — R™ ein
glatter Fluss, der Losung des Systems x = f(x) ist. Es bezeichne K ein Polyeder mit
Austrittsmenge L~ = L~ (K) und Dk bzw. D{- sei die Delaunay-Triangulierung von K
bzw. L~ beziiglich einer endlichen Menge P C R™. Die globalen Voraussetzungen 1-4
(Definition 2.2.3) seien erfiillt.

Wir unterscheiden zwei Arten von internen Beriihrpunkten:

Definition 4.1 (Interne Beriihrpunkte)

Ein x € 0K heift interner Beruhrpunkt, falls es ein € > 0 mit ¢@(x,(—e€,€)) C K
gibt.

Fiir einen beliebigen Punkt x € 0K bezeichnen wir die Menge aller (n — 1)-Seiten
von Vpk, p € P, in deren Abschluss x liegt, mit

Fu1(xK) :i= Frq(x; K, P) := {F € Fnalp;K):pePxe CIF}.

Ein interner Beriihrpunkt ist Fluss-tangential, falls ng(x) = 0 fiir jede (n — 1)-
Seite F € F, 1(x;K) ist. Andernfalls heifft ein interner Beriihrpunkt nicht Fluss-
tangential. O

Mittels interner Beriihrpunkte erhalten wir leicht folgende fiir uns gut handhabbare
Definition isolierender Blocke:

Satz 4.2 (Alternative Definition isolierender Blécke)

Es qilt: K st ein 1solierender Block genau dann, wenn 0K keine internen Beruhr-
punkte enthalt.

Bewers: Es sei zunachst K ein isolierender Block. Enthielte 0K einen internen Beriihr-
punkt x, so gidbe es ein t > 0 mit @(x,[—t,0]) C Kund ¢(x,[0,t]) C K, d.h. x ¢ L~
und x ¢ L*. Das steht im Widerspruch zur Definition eines isolierenden Blockes
(Definition 1.3.1).

Enthalt umgekehrt K keine internen Beriithrpunkte, so ist fiir jedes x € 0K und
alle t > 0 das Orbitsegment @(x,[0,t]) ¢ K oder ¢(x,[—t,0]) ¢ K (oder beides).
Jedes x € 0K ist also in L~ oder in L" und damit ist K ein isolierender Block. O

39
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4.1 Erkennung interner Beriihrpunkte

Bevor wir zur Auflosung interner Beriihrpunkte kommen, brauchen wir erst Kriterien
fir die Existenz bzw. zum Ausschluss interner Beriihrpunkte.

Lemma 4.1.1
Es seien x € 0K, F = (F;ng) € Fn1(x;K) und ne(x) = 0. Dann gilt fir € hinrei-
chend klein mit b = —(x,ng):

((x,0),ne) >0 = @(x,(—e,€)) C Hf =H*(b;ng),
(P(x,0),ne) <0 = @(x,(—e,€)) C Hf =H (b;ng).

Beweis: Es sei Tg die orthogonale Matrix mit Teng = e7 = (1,0,0,...,0)". Dann
gilt mit einem df = 9¢(t) € [0, t]

P(x,1) = Te(@(x,t) —x) = tTe@(x,0) + 3t2Trd(x,0) + 13Te L ¢ (x, IF)

= t9(x,0) + 320 (x,0) + 3 &9 (x, Vr) .

O.B.d.A. kdnnen wir also ng = e; und x = 0 annehmen. Aus ng(x) = (f(x),ng) =0
folgt f(x) L ng. Wir erhalten fiir alle t € (—¢, €), € hinreichend klein,

<(p(X,t),Tl]:> - (P1(X,t) - (P1(X>O) +t(P1(X)O) + %t2®1(x>0) + O(tg)
= 3t2¢1(x,0) + O(t?),

denn @q(x,0) = 0 wegen x = 0 und @(x,0) = 0 wegen ¢(x,0) = f(x) L ng = e;y. Das
bedeutet ¢(x,t) € H{ bei hinreichend kleinem t, falls (¢(x,0),ng) > 0, und @(x,t) €
Hg, falls (¢(x,0),nf) < 0 (vergleiche Definition C.1.1). O

Satz 4.1.2 (Ausschluss interner Beriihrpunkte I)
Es ser x € 0K. Gult fir eine Seite F = (F;ng) € F_1(x;K)

ne(x) #0
oder fir jede Seite F = (F;ng) € Fr1(x;K)
<®(X,O),nF> < O»

so 1st x kewn Fluss-tangentialer interner Berihrpunkt.
Ist zusdtzlich x € F =int F, so ist x kewn interner Beriuhrpunkt.

Bewers: Ist ng(x) # 0 fiir eine Seite F € F,,_1(x;K), so ist die erste Aussage klar.
Es sei also ng(x) = 0 und (@(x,0),ng) < O fiir alle F = (F;ng) € Fn1(x;K). Mit
Lemma 4.1.1 folgt dann, dass jeweils @(x,t) € Hy fiir hinreichend kleines [t| fiir
alle F gilt. Somit ist x kein Fluss-tangentialer interner Beriihrpunkt.

Ist x € F, so ist das die einzige Seite, die x enthalt. Wegen Lemma 4.1.1 konnte x in
diesem Fall nur dann ein interner Beriihrpunkt sein, wenn x ein Fluss-tangentialer
interner Beriihrpunkt ware. 0
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Esseis =[po,...,Pno1] € Dox. Zu jedem der p;, 0 < i < n—1 existiert dann genau
eine (n — 1)-Seite F € F,_;(pi) mit FN's # @. Diese Seiten haben alle den selben
Normalenvektor ng und wir setzen ng := ng. (Vergleiche auch Definitionen 2.2.2

und C.1.3.) Wir erhalten das folgende Korollar:

Korollar 2.3.1, S. 19. (Ausschluss interner Beriihrpunkte I)
Es ser x € 0K. Gilt fiir etn (n—1)-Simplex s mit x € s, s € Dyk

ns(x) #0
oder fur jedes (n — 1)-Simplex s € Dax mit x € s
<(’p(X) O))n5> < O)

so 1st x kein Fluss-tangentialer interner Beruhrpunkt.
Haben zusatzlich alle Svmplexe s mit x € s den selben Normalenvektor ng, so
1st x kewn interner Beriuhrpunkt.

Satz 4.1.3 (Existenz Fluss-tangentialer interner Beriihrpunkte)
Es set F = (F;ng) € Fnq(p) fur ein p € P. Gilt fiir einx € F

ﬂF(X) =0 und <®(X) O))“F> > O)
so st x ewn Fluss-tangentialer interner Bertuhrpunkt.

Beweis: Mit Lemma 4.1.1 folgt, dass ¢(x,(—e,€e)) C H{ fiir € hinreichend klein.
Damit ist x ein interner Berlihrpunkt. Er ist Fluss-tangential, weil ng(x) = 0 und x €
F = int F in keiner weiteren (n — 1)-Seite liegt. [l

Daraus erhalten wir das folgende Korollar:

Korollar 2.3.2, S. 19. (Existenz Fluss-tangentialer interner Beriihrpunkte)
Es ser x € int s fiir etn (n—1)-Simplex s € Dyk. Ist

Ns(x) =0 wund (§(x,0),ns) >0,

so 1st x ewn Fluss-tangentialer interner Berihrpunkt.

Lemma 4.1.4
Es seien C ein konvezes Polyeder und x € 0C. Dann gilt fir kleines t > 0:

(1) o(x,t) e C = mng(x) >0 fir alle F € F,_1(x;C),
(2) o(x,—t) e C = ne(x) <0 fiur alle F € F, 1(x;C).

Beweis: Wie in Lemma 4.1.1 seien Hy = H*(b;ng) fiir F € F,,_1(p) und b = —(x, ng)
bei x € F. Es bezeichne U eine Umgebung von x mit F,, 1(§,C) C Fn_1(x;C) fiir
alle £ € UNOC. Da C konvex ist, ist ¢(x,t) genau dann in CNU, wenn ¢(x,t) € Hf
fiir alle F € F_1(x;C) und t > 0 hinreichend klein ist. Aus der Darstellung

®(x,t) = x + tf(x) + O(t?),
und ng(x) = (f(x),ng) fir F = (F;ng) folgen die Implikationen
e ol t)EH = mr(x) 20,
e o(x,~t)eHf = mne(x) <0

Daraus erhalten wir die beiden Aussagen. O
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Definition 4.1.5 (Knickpunkte)

Ein x € 0K heifft Knickpunkt, falls F,, 1(x;K) wenigstens zwei Seiten enthalt. Ein
Knickpunkt x ist ein konvezer Knickpunkt, falls fiir je zwei Seiten Fo, F1 € F,,_1(x;K)
und beliebige xo € Fo, x1 € F; die Verbindungsstrecke [xo, x1] in K liegt. Ansonsten
ist ein Knickpunkt ein konkaver Knickpunkt. O

Satz 2.3.3, S. 19. (Ausschluss interner Beriihrpunkte II)
Es sei x € 0K ewn konvexer Knickpunkt. Gibt es ein F € F,,_1(x; K) mat ng(x) # 0,
so 1st x kewn interner Berihrpunkt.

Bewets: Da ng(x) # 0 flir eine Seite F € F,,_1(x;K), ist x kein Fluss-tangentialer
interner Berithrpunkt.

Wire x ein nicht Fluss-tangentialer interner Beriihrpunkt, so wire ¢(x, (—t,t)) C K
flir ein kleines t. Wegen Lemma 4.1.4 hitten wir dann ng(x) > 0 und ng(x) <
0, d.h. ng(x) = 0, fiir alle F € F,._1(x;K). Das ist ein Widerspruch zur Voraus-
setzung ng(x) # O fiir wenigstens ein F € F,,_1(x;K). O

Satz 2.3.4, S. 19. (Ausschluss interner Beriihrpunkte IIT)
Es se1 x € 0K. Gult etne der folgenden Aussagen, so ist x kein interner Beruhr-
punkt.

e Es st ne(x) > 0 fur alle F € Fr_1(x;K).
e Es istne(x) <0 fur alle F € Frn1(x;K).

Bewers: Dang(x) # 0 flir alle F € F,,_1(x;K), ist x kein Fluss-tangentialer interner
Beriithrpunkt.

Wir nehmen an, dass x ein nicht Fluss-tangentialer interner Berithrpunkt ist. Das
bedeutete @(x, (—t,t)) C K fiir kleines t > 0. Es sei C* eine endliche Zerlegung
von K in konvexe Polyeder und C C C* die Menge der Polyeder, die x enthalten.
Fiir hinreichend kleines t ist @(x, (—t,t)) C K genau dann, wenn ¢(x, (—t,0]) C C,
@(x,[0,t)) c C’ fiir C,C’ € C. Mit Lemma 4.1.4 sehen wir so, dass ng(x) < 0 fiir
alle F € F,,_1(x;C) und ng(x) > 0 fiir alle F € F,,_1(x;C’). Das steht im Widerspruch
zu jeder der beiden Annahmen. 0

4.2 Auflosung interner Beriihrpunkte

Als Hilfsmittel zur Auflosung interner Beriithrpunkte bendtigen wir Schnittsimple-
xe und Schnittzeiten wie sie in dhnlicher Form von Conley und Easton in [CE71]
eingefiihrt wurden.

Definition 4.2.1 (Schnittsimplex)
Ein (n — 1)-Simplex s € Dk heilt Schnittsimplez, falls f(x) flir alle x € s nicht
tangential beziiglich s ist, d.h. (f(x),n,) # O fiir alle x € s. O

In [CET1] wird von einer glatten offenen Untermannigfaltigkeit der Kodimension 1, zu
der der Fluss nirgends tangential ist, ausgegangen. Betrachten wir nur das Innere int s
eines Schnittsimplexes, so handelt es sich um einen Spezialfall der urspriinglichen
Definition.
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Definition 4.2.2 (Schnittzeit)
Fir eine kompakte Menge C C R™ definieren wir

oc: R = R,x = sup{t>0:(x,[0,t))NC=0}

und nennen dies die Schnittzert. O

Lemma 2.3.5, S. 20. (Eigenschaften der Schnittzeit)
Es ser s ein Schnittsimplex. Dann sind

(1) der Stetigkeitsbereich 15 von oy s offen und
(2) oms(x) <0 = x€l;.

Beweis: Wir verweisen auf die Arbeit von Conley und Easton, [CE71, Korollar 4.4].
O

Satz 2.3.6, S. 20. (Aufl6sung interner Beriihrpunkte, 2D)

Es seien K ein Polyeder im R? und xo € int sy, so € Dak, ein isolierter Fluss-
tangentialer interner Beruhrpunkt. Auflerdem seien die folgende Bedingungen
erfullt:

(1) UaK(Xo) < 0.
(2) x1:= @(x0,00k(X0)) st in der selben Zusammenhangskomponente von 0K
wie Xo.
(8) x7 € int s fiur ein Schnittsimplez s1 € Dyy.
Dann fihren wir folgende Konstruktionsschritte durch:
1. Bs setR:= (p(XO> [O> Oint s, (XO) ])
2. (a) Wadhle x§ € s so, dass (xo,x;5] C L*. Dabet st (xo,x}] die halboffene
Verbindungsstrecke von xo und x, ohne den Punkt xo, aber mait x;.

(b) Es bildet 0K — {xo,x1} etne Partition von 0K. Mit R’ bezeichnen wir
den Abschluss der Komponente, die x; enthdlt.

(c) Es bezeichne B den Abschluss des von R und R’ berandeten Gebiets.

3. Konstruktion des neuen Komplezes:

Es seien nun
N :=cl (K— (BﬂK)),
L :=RU (L*— (L n R’)),
und die stmplizialen Komplexe

B = {s € Dg : s 1st Seite eines 2-Simplexr s’ € Dx mit s’ NB # 0 },
N := Dy,

L :=(DL7—{SEDL7:intsﬂR’;éﬂ})U

{s € ON : s ist Seite eines 1-Simplez s’ € ON mit s’ N R/ ) }

Enthdlt N auf ON — R keine internen Beriihrpunkte und st B kontrahierbar, so
gult:
(1) (N,L) st ein Indezpaar.

(2) CH,(invN) = H,(N,L) = H,(N,L).
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Beweis: Wir gehen in drei Schritten vor:

A. Wohldefiniertheit der Konstruktionsschritte
B. (N, L) ist ein Indexpaar

C. H.(N,L) = H,(N, L)

Zu A: 1. Konstruktionsschritt: Da ok (xo) < 00, X1 := @(x0, 0ax(Xo)) € int s7 und s;
ein Schnittsimplex ist, ist oint s, (X0) = ook (X0), und R := @(xo, [0, Oint 5, (x0) ]) ist eine
glatte Untermannigfaltigkeit des R? der Kodimension 1 mit Rand {x, x1}.

2. Konstruktionsschritt, a): Fiir hinreichend kleines € > 0 besteht B.(xo) N 0K — {xo}
aus zwel Zusammenhangskomponenten C; und C,, von denen eine in [~ und eine
in L* liegt. Somit kann x} € sy so gewdhlt werden, dass (xo,xy] C L™ ist.

2b) Nach Voraussetzung liegen xo und x; in der selben Zusammenhangskomponente
von 0K, etwa C. Damit besteht C — {xo, x1} aus zwei Zusammenhangskomponenten,
wovon eine x;, enthalt.

2c) Nach Konstruktion haben R und R’ die selben Randpunkte xo und x;. Diese sind
wegen R’ C 0K und RN K = {xq, x1} die beiden einzigen gemeinsamen Punkte von R
und R’. Ferner sind R und R’ Untermannigfaltigkeiten des R? der Kodimension 1.
Damit beranden R U R’ ein Gebiet, dessen Abschluss wir mit B bezeichnen. Zudem
folgt aus R’ € 9K und RN oK = {xo,x1} dass BN K zusammenhangend ist.

3. Konstruktionsschritt: Wir haben zu zeigen, dass N L und B simpliziale Komplexe
sind. Fiir N = = Dy ist das klar. Ist s € L, so ist offenbar auch jede Seite von s in L.
Sind sp,87 € L, so ist so N s7 eine Seite von sp und s; und damit auch wieder in L.
Nach Definition ist aufferdem [ C N und ist somit ein Unterkomplex von N. Genau
wie bei L erkennen wir, dass B ein simplizialer Komplex ist.

Zu B: Wir verifizieren die definierenden Eigenschaften eines Indexpaares direkt:

1. Esist cI(N —L) = N eine isolierende Umgebung:

Weil R € BNKund L~— (L~ NR’) € K—(BNK) sind, ist L € ON. Auf Grund der
Konstruktion sind N und [ kompakt. Ist x € ON—R, soist x e L~ oder x € L*
(oder beides), denn ON — R enthélt nach Voraussetzung keine internen Beriihr-
punkte. Es folgt ¢(x, (—e€,€)) ¢ N flir jedes € > 0. Ist x € R, so gibt es nach
Konstruktion ein t > 0 mit ¢@(x,t) € N. Insgesamt ist also @(x,R) ¢ N fiir
jedes x € ON und cl(N — L) ist eine isolierende Umgebung.

2. L ist positiv invariant in N:

Ist x € L- — (L NR’), soist x € L™ und damit ¢(x,[0,t]) € N genau
flir t = 0. Falls x € R ist, ist nach Konstruktion ¢(x,[0,t]) C N genau dann,
wenn @(x,[0,t]) C RC L.

3. L ist Austrittsmenge:
Ist x € N aber @(x,t) € N fiir ein t > 0, so gibt es nach Konstruktion ein t* €
[0,t) mit @(x,t*) € L~ — (L NR’) oder ¢(x,t*) € R. Jeder Orbit kann damit N
nur iber L verlassen.

Zu C: Wir gehen wieder in drei Schritten vor: 1. H,(N) = H*(N): Es ist BN K
kontrahierbar: Da BNK zusammenhangend ist, gabe es sonst in BNK eine geschlossene
einfache Kurve vy, die nicht zusammenziehbar ware. Der von y berandete Bereich
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enthielte somit einen Punkt x, der nicht in K ware (B selbst ist nach Konstruktion ja
kontrahierbar). Weil aber y in der kontrahierbaren Menge |l§| liegt, ware auch x € |l§|.
Das ist ein Widerspruch zu |§\ C K und x ¢ K. Damit ist BN K = B kontrahierbar.
Daraus und aus der Kontrahierbarkeit des Schnitts N N B = R, sowie INI =NUB

folgt mit Lemma 3.1.5, dass \N\ und N den selben Homotopietyp haben. Damit sind
die Homologien zueinander isomorph.
2. H,(L) = H,(L): Zun&chst stellen wir fest, dass

[ =(L"—(L_NR"))UR’

gilt.
Die beiden Mengen R und R’ sind Untermannigfaltigkeiten des R? der Kodimension 1
und haben die gemeinsamen Randpunkte xo und x;. Damit haben R'U (L*— (L NR’ ))
und RU (L_ — (L NR’ )) den selben Homotopietyp. Dies impliziert die Isomorphie
der Homologien. B B B
3. H,(N,L) = H,(N,L): Weil L ein Unterkomplex von N ist und H,(N) = H,(N),
H.(L) = H,(L), folgt wie in Satz 2.2.1 mit dem Fiinferlemma H.(N,L) = H,(N,L).
O

4.3 Rigorose Erkennung interner Beriihrpunkte mit
numerischen Methoden

Durch entsprechende Abschatzungen konnen wir hinreichende Kriterien fiir den Aus-
schluss und die Existenz interner Berithrpunkte angeben. Wir bezeichnen den Durch-
messer eines (n — 1)-Simplex s dabei mit diam s := max, e [x — yl.

Lemma 4.3.1 (Vorzeichen von (§(x,0),ns) auf s)
Es seien s € Dy ein (n— 1)-Simplex und

S3:=S3(s) > IQSXIDCL')(&, 0) 'nyl.

Dann gilt mit x € s beliebig:
e (9(x,0),ns) > Ssdiams — (P(x,0),ns) >0 fir alle x € s,

e (9(x,0),ns) < —Szdiams = (P(x,0),ns) <O fir alle x € s.

Beweis: Wir betrachten die lineare Approximation

@(X)O) = (b(Xo,O) + D(p(E,O)(X - XO)

fiir x,x0 € s und & € [x,xo] geeignet. Ist nun ($(xo,0),ns) = 0, so erhalten wir

[(P(x,0),mns)] D@(E,0)(x — xo), ns) = [(x — x0) "D P(E,0) Ty

= |
< Ix —x0l[D@(&,0)'n| < Szdiamss.

Ist also (§(x,0),ns) > Ssdiams fiir ein x € s, so ist ($(x,0),ns) > O fiir alle x € s.
Entsprechend folgt aus (¢(x,0),ns) < —Szdiams fiir x € s, dass (¢(x,0),ns) < 0
auf ganz s. U
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Satz 4.3.2 (Ausschluss interner Beriihrpunkte I’ /IT’)
Es seten s € Dak ein (n— 1)-Simplex und

So := So(s) > max|Df(&) 'nyl.

&€s

Ist
e nNs(x)| > Sodiam s fur ein x € s oder
o (p(x,0),ng) < —S3(s’)diams fir jedes s’ € Dok mit x € s/,

so enthalt int s keinen Fluss-tangentialen internen Bertuhrpunkt.
Zusdtzlich qilt: Die einzigen Kandidaten fir (nicht Fluss-tangentiale) interne
Beriihrpunkte sind Punkte in 0ls|, die Knickpunkte sind.

Bewews: Wir zeigen, dass die Kriterien des Korollars 2.3.1 fiir alle x € s erfiillt sind:
Aus ns(x)| > Spdiam s folgt ns(x) # 0 auf s, wie wir schon in Lemma 3.3.1 gesehen
haben. Lemma 4.3.1 zeigt uns unmittelbar, dass das zweite Kriterium ebenfalls erfiillt
ist. Die Zusatzaussage folgt direkt mit Korollar 2.3.1. 0]

Satz 4.3.3 (Existenz Fluss-tangentialer interner Beriihrpunkte)
Es sei s € Dox ein (n— 1)-Simplexz. Gibt es xT,x~ € ints mat

Ns(x") >0 wund mns(x ) <0

sowie emn x € s mit
(p(x,0),ng) > Szdiams,

so enthalt s einen Fluss-tangentialen internen Beruhrpunkt.

Bewews: Die Kriterien des Korollars 2.3.2 sind erfiillt: Nach dem Zwischenwert-
satz gibt es ein x* € ints mit ns(x*) = 0. Fiir dieses x* ist (H(x*,0),ns) > 0 we-
gen (@(x,0),ns) > S;diams und des Lemmas 4.3.1. Mit Korollar 2.3.2 folgt nun,
dass x* ein interner Beriihrpunkt ist. O

Satz 4.3.4 (Ausschluss interner Beriihrpunkte IIT’, 2D)
Es seien s,s’ € Dok zwer 1-Simpleze mit {x} =sNs’ # @#. Dann gilt:

e x st konvezxer Knickpunkt und f(x) #0 — x ist kein interner Berihr-
punkt.

e x ist konkaver Knickpunkt und ns(x)ns(x) >0 =— x st kein interner
Berihrpunkt.

Bewets: Es sei x ein konvexer Knickpunkt. Ware ns(x) = ng (x) = 0 mit ng # ny,
so folgte f(x) = 0. Mit Satz 2.3.3 folgt daher, dass x kein interner Beriihrpunkt ist.

Es sei x ein konkaver Knickpunkt. Wegen 1s(x)ns/(x) > 0 haben ng(x) und ne(x) das
selbe Vorzeichen und die Behauptung folgt mit Satz 2.3.4. 0
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Satz 4.3.5 (Ausschluss interner Beriihrpunkte III’, 3D)
Wir unterscheiden nach der Dimenston des Schnitts (s fiur 2-Simpleze s € Dyy.
A. Es seien s,s’ € Dyx zwei 2-Simpleze und sNs’ # @ ein 1-Simplez.
e Ist x ein konvexer Knickpunkt, so gult:
Ms(x)| > So(s)diam s oder ng (x)| > So(s’) diam s’

— int(sNs’) enthdlt keinen internen Beruhrpunkt.

e Ist x ein konkaver Knickpunkt, so gilt:
Ms(x)| > So(s)diams und e (x)| > So(s’)diam s’ und ng(x)ns(x) >0

= int(sNs’) enthdlt keinen internen Berihrpunkt.
B. Es seien S C Dy 2-Simpleze und (g5 = {x} ein 0-Simplez.

e Ist x ein konvexer Knickpunkt, so gult:
Ns(x) >0 fiir eins e S

= x 1st kein interner Beruhrpunkt.

e Ist x ein konkaver Knickpunkt, so gilt:
Ns(x) st fur alle s € S ewnhertlich negativ oder positiv

= x 1st kein interner Beruhrpunkt.

Beweis: Der Schnitt zweier unterschiedlicher 2-Simplexe s = [vy,vq,V2] und s’ =
[v§, Vi, V5] ist leer, ein O-Simplex oder ein 1-Simplex je nachdem wie viele der v; mit
den v{ iibereinstimmen. Ebenso erkennt man, dass der Schnitt von drei oder mehr 2-
Simplexen leer oder ein 0-Simplex ist.

Im Fall A sehen wir mit Satz 3.3.1, dass fiir alle x € int s N's’ die Bedingungen der
Satze 2.3.3 und 2.3.4 erfiillt sind. Daraus folgen die Aussagen.

Im Fall B konnen wir direkt ablesen, dass die Aussagen der beiden Satze 2.3.3
und 2.3.4 erfiillt sind und damit die Aussagen folgen. 0
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Kapitel 5

Ausgewahlte Beispiele

In diesem Kapitel demonstrieren wir die Anwendung unserer Vorgehensweise an drei
Beispielen. Die ersten beiden behandeln ebene Systeme, das dritte ein dreidimen-
sionales System. Insgesamt lassen die im Rahmen dieser Arbeit gemachten Versuche
eine sehr gute Anwendbarkeit unserer Vorgehensweise auf zweidimensionale Systeme
erkennen. Auch im Raum gelingt uns die praktische Umsetzung (Beispiel 3). Dies gilt
jedenfalls flir Systeme ohne rekurrente Dynamik, etwa Systeme mit einer globalen
Lyapunov-Funktion. Eine breitere Anwendbarkeit auf dreidimensionale Falle konnte
durch eine Erweiterung des Satzes 2.3.6 (Auflosung interner Beriihrpunkte) erreicht
werden. Die Entwicklung von Algorithmen, die den Nutzer bei der Wahl einer guten
oder sogar optimalen Punktmenge P unterstiitzen, wiirde vermutlich eine beschleu-
nigte Anwendung des Verfahrens ermoglichen. Das soll aber nicht Gegenstand dieser
Arbeit sein.

5.1 Beispiel 1

Wir betrachten das System

. X
x = f(x) = ( X2 + (x4 —12)(7(1—1'1/2) )

und den daraus induzierten Fluss ¢(x,t). Die einzigen Gleichgewichtspunkte sind
offenbar

xo=(—1/2,0) und o =(1,0).
Das Polyeder K = Kp;, das durch die 472
Hyperebenen H(]; (1,0)), H(S/Z; (—1,0)), H(5;(0,-1))
H(3/2;(0,1)) und H(3/2;(0, —1)) definiert v
ist (siehe nebenstehende Abbildung), ent-
halt die beiden Gleichgewichtspunkte.
Gibt es einen Verbindungsorbit von einem

(e 7)) aq T1
Gleichgewichtspunkt « zu einem Gleich- * * >
gewichtspunkt o', so schreiben wir da- Ko
flir o ~ .
Aussage 5.1.1
Fiir den Fluss @(x,t) gibt es einen Ver- 1T 1))*
bindungsorbit oo ~~ ;. H(1:(1,0)) H(Z:(-1,0))

Zum Nachweis wenden wir folgende Stra-

tegie an:
49
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1. Bestimmung von CH, (o) und CH, (o).

2. Anwendung des Algorithmus zur Bestimmung von CH,(inv K) fiir das oben
angegebene K.

3. Nachweis der Existenz von oy ~~» oy durch Anwendung der Summationseigen-
schaft und Bestimmung des Typs der invarianten Menge.

1. Bestimmung von CH, () und CH,(o;):

Die Indizes von oy und o; konnen wir mit unserem Algorithmus berechnen oder, da
beides hyperbolische Gleichgewichtspunkte sind, noch einfacher mit Satz 1.2.4. Dazu
haben wir jeweils die Dimension der instabilen Mannigfaltigkeit des Gleichgewichts-
punktes zu bestimmen, d.h. die Anzahl der Eigenwerte der Linearisierung Df mit
positivem Realteil. Fiir die Linearisierung erhalten wir

0 1 0 1 0 1
Df(X)Z(Z)q—]/Z 1),d.h.D1C(oc())=(_3/2 ]),Df(oc1)=<3/2 1).

Die instabilen Mannigfaltigkeiten von oy und o«; haben damit die Dimension 2 und 1,
respektive. Mit Satz 1.2.4 erhalten wir

CH.(xo) =...,0,0,Z,0,0 und CH.(o;)=...,0,0,7Z,0.

2. Anwendung des Algorithmus zur Bestimmung von CH,(inv K):

Zur Anwendung des Algorithmus A.6 haben wir zunachst die Schrankenfunktio-
nen So(F), S;(F) und S3(F) zu bestimmen (vergleiche Lemma 3.3.1, Lemma 3.3.2
und Lemma 4.3.1):

Haben wir ein P festgelegt, so sei x € clF = [a,b] mit F = (F;ng) € Fi(p) und p € P.
Wir erhalten

ot (3 272) () (1)

und damit auch So(F):

T nz(2max([as,[bsy]) + 1/2) .
D el < | lea) o ~ SolF),
wobei a = (aj,a>) und b = (by, by).
Zu S;(F): Der Einheitsvektor v := (—m,,n;)" spannt die Seite F auf, da v L ng ist.
Damit gilt

B ny(2%x; —1/2) —n;\ [ 2n, O —ny\ [ —2n3
ovmtg =0 (M) () = (5 o) ()= (57
und es folgt S;(F):

S1(F) :== max [(DVng(x)v,v)| = 2In,/>.

x€eclF
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Fiir S3(F) miissen wir schlieflich noch @(x,0) bestimmen. Es ist

X1 =x2+ (x1 = 1)(x1 +1/2),

X2 =x2+x1(x1+1/2) + (x1 — 1)x;
=x2+ (x1 = 1)(x1 +1/2) +x2(x1 +1/2) + x2(x1 — 1)
= Ixo 4+ %0 + (1 — 1) (x1 + 1/2)

und weiter

. 2x1—1/2 2x; 4+ 2x1—1/2
T 1 2 1
Do(x,0) —( ] 1/2+ 2%, )

Das gibt uns S3(s), wobei s = [a,b], X1max := max(|a;|, [b1]), X2max := max(|ayl,|ba)
und ng = (ng,n2) "

‘D(PXO Tls ‘( 2X1—1/2TL1+(2X2+2X1—]/2)T12)‘

ny +ny(1/2+ 2x4)

( (X1max + 1/2)ng + 1| + 22X max] ) —: S5(s)
M| + M2l (2% max 4 1/2) oI

Mit der Punktmenge P = {p1,...,p17} wie angegeben starten wir den Algorith-
mus A.6. Die Kontrahierbarkeits-Bedingungen konnen verifiziert werden, und es wer-
den die abgebildeten Triangulierungen Dy und D{- berechnet.

T2

P (—1.0,—1.5) || p11 | (0.5,—1.5) P4+ P14 PisPi6 P17 D3
P2 (1.5,—1.5) Pi2 (0.0,—1.5)
P3 (]5,]5) P13 (—0.5,—].5)
Pa (—].0,].5) Pi1a (—0.5,].5)
ps | (1.5,0.2) P1s | (0.3,1.5) D Dy~
Ps (1.5,—-0.1) pis | (0.5,1.5) Pg Ds oy
p7 | (=1.0,—-0.2) || p17 | (1.0,1.5) Dy Ds
Ps (—1 0,0.1)
po | (1.0,—15) Dy-
p1o | (1.25,—1.5)
Pr P13 Pi12 P11 PoPioP2
Ferner wird festgestellt, dass das Simplex sy := [p7,ps] € Dgk einen internen

Beriihrpunkt enthalt. Bei allen anderen Simplexen in Dyk kann ein interner Be-
rihrpunkt ausgeschlossen werden. Fiir den internen Beriihrpunkt x, wird nahe-
rungsweise Xo := (—1.0,0.0) berechnet. Der Orbit von x, trifft in x; auf das Sim-
plex [p14,P15]. Der Punkt x; wird ndherungsweise mit dem Runge-Kutta-Fehlberg
Verfahren als x; := (0.01,1.50) bestimmt (vergleiche Abbildung links). Der simpli-
ziale Komplex L aus Satz 2.3.6 ergibt sich wie rechts unten abgebildet.
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A2 A2
Pa P14 T1| Pis5Pie P17 P3 P4 P14 P15 P16 P17 P3
Dk Dy- L N
(.  —Ps ps
ps x1 ps 1
Z | ¥ps ps
0 p7
p7
Dy -
P1 P13 P12 P11 P9 P10 P2 P1 P13 j48 P11 P9 P10 P2

Fiir die Homologie von (N,t) und damit den Conley-Index von inv K ergibt sich
CH,(invK) = H,(N,L) =...,0,0.

3. Nachweis der Existenz von oy~ «:
Nun gilt

CH, (o) @ CH, (o) =...,0,Z,7Z,0 % ...,0,0,0,0 = CH, (inv K) .

Damit existiert nach der Summationseigenschaft (Korollar 1.2.6) aufer o, 7 noch
eine weitere isolierte invariante Menge S in K. Mit dem Kriterium von Bendixson
konnen periodische Orbits oder homokline Verbindungsorbits ausgeschlossen werden,
denn divf = 1 # 0 auf R%. Da die Dimension der instabilen Mannigfaltigkeit von o
gleich 2 ist, kann es sich bei S nur um einen Verbindungsorbit von &y nach «; handeln.

5.2 Beispiel 2

Der durch das Differentialgleichungs-System

X2 — x5 +2

x = f(x) := < ZX% 2k ) (%)
induzierte Fluss @(x,t) hat genau vier Gleichgewichtspunkte:
(XO:(_\/Z)O)) X1 :(\/Z)O)) (Xz:(—],—]), 0(3:(2,2)

Wir wollen fiir (*) die folgende Aussage beweisen:

Aussage 5.2.1 472
Fiir das System (x) gibt es folgende Verbin- o
dungsorbits:
Xg ~ X1, Xp ~ K2, Ko ~> X3, X2 ~ K1, K3 ~> K1 g
(05} Ty
(Vergleiche auch nebenstehende Skizze.) oy
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Fiir den Nachweis gehen wir wie folgt vor:
1. Ezistenz des Verbindungsorbits oy~ .
2. Bestimmung von CH,(xo), CH,(a7), CH,(x2) und CH,(a3).

3. Bestimmung der Indizes fir Gleichgewichtspunkt-Paare:

Vorgabe von Polyedern Ko,, Kos, Ki2
und K; 3, die die Paare (o, x2), (o, ®3),
(a1, ) und (otq, «3), respektive, enthal-
ten und sonst keine weiteren Gleichge-

A %2

wichtspunkte (vergleiche nebenstehen- Kos _--
de Abbildung). el
Anwendung des Algorithmus und damit ¥
Bestimmung der Indizes der maximalen \\

invarianten Mengen der K; ;.
Ko

4. Nachweis der Existenz der Verbindungsorbits.

1. Existenz des Verbindungsorbits o ~~ o

Dies kann man direkt einsehen: Fir x, = 0 sind x, = 0 und x1 = 2 — x%. Damit
ist x; > 0 genau fiir x; € (—v2,v/2) und es gibt einen Verbindungsorbit von «q
nach «;.

2. Bestimmung von CH, (o), CH, (), CH,(x2) und CH,(x3):

Da hier alle Gleichgewichtspunkte hyperbolische Gleichgewichtspunkte sind, konnen
wir den Index jeweils mit Satz 1.2.4 {iber die Dimension der instabilen Mannigfaltig-
keit bestimmen. Es gilt:

. —2X1 1
Df(X) o ( —2X2 4X2—2X1 ) |
Daraus folgen

prias = (V7,05 ), orian = (7).

2v2 0 -2V2
2 1 —4 1
Fiir die Conley-Indizes erhalten wir somit
CH.(xo) =...,0,%Z,0,0, CH,() =...,0,0,0,7Z,
CH.(x2) =...,0,0,%Z,0, CH,(a3) =...,0,0,7Z,0

3. Bestimmung der Indizes fiir Gleichgewichtspunkt-Paare:
Wir geben die Polyeder der Abbildung entsprechend wie folgt vor:

Koz2:  H(1.5 (1 0)) H(— 05( 1 ,0)), H(1.6 ( 1), H(0.2;(0,-1))
Kost HES21), - HEC2D), H-05(1,2) H(,-2)
Ki2: H(4( 25 1), (5425 1), (275 1,25 ), H(0.15(1,-2.5))
Kiz: H(=1.25/(1,0)), H(2.25(— )) H(0.25;(0,1)), H(2.5;(0,—1))
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Bestimmung der Schrankenfunktionen gemaff Lemma 3.3.1, Lemma 3.3.2 und Lem-
ma 4.3.1:

Es sei P C R™ endlich. Wir haben
—2x —2x n —2x1mq — 2xom
T,. 1 2 1\ 1my M
Df(X) nF_( 1 4X2—2X1 ) (TL2>_<TL1—|—TL2(4X2—2X1) ) )
Daher definieren wir fiir F € F;(p):

So(F) := MaXyec F[2x1M + 2x2M,)|
o maXyea r My +No(4x2 —2%7)| /|-

Wir erhalten mit ng = (n;,nz)"

DVHF(X) -D ( —2X1TL1 —ZXZTLZ ) _ ( —2T'L1 —21’12 ) .

ng + T'Lz(4X2 — ZX]) —2T12 4T12

Mit v = (—m,,n)7, was offenbar die Seite F = (F;ng) € F;(p) aufspannt, erhalten
wir

21’111’12 — 2T11T12 > ( —nN>

_ 2 2. _.
2n2 1 4nmn, n >> =2nmj; +4nm, = S¢(F).

ovarixi) = {

SchlieRlich haben wir noch S3(ng), ns = (n;,n,)" zu bestimmen. Es ist

5&1 = 7'(2 — 2X1)'(1
= 2x5 — 2x1%2 — 2x1(x2 — X3 4+ 2) = 2x3 — dx1xa + 2x5 — 4%,

5&2 = 4X2§(2 — 2().(17(2 + Xﬁ'(z)
= 4x;5(2x5 — 2x1%2) — 2((xz — X3+ 2)x2 + x1(2x5 — 2x1xz))
= 8x3 — 12x1%3 + 6x3x3 — 2x3 — 4%, .

Daraus folgt

. [ At exi—4 4xy — 4%
Do(x,0) = ( —12x5 + 12x1xp  24x5 — 24x1%x3 + 6xF —4x;— 4 )

weshalb wir fiir s € Dy und ng definieren:

XES

max [nq(—4x, + 6x$ —4) + nz(—12x§ + 12x1%2)|
S3(s) = max Inq(4x; —4xq) + n2(24x% — 24x1%x, + 6x% —4x, —4)|

Nun wahlen wir jeweils Punktmengen P(K;;) fiir die Delaunay-Triangulierung wie
nachfolgend angegeben und wenden den Algorithmus an. So erhalten wir die jeweils
abgebildeten Triangulierungen Dy, ., Di-:

i,j7?
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1. Polyeder Ky;: Punktmenge P und induzierte Triangulierungen Dy, ,, D-:

p1 | (—1.5000,—1.6000) || p2 | (—0.5000,—1.6000) | p3s | (—0.5000,0.2000)
pg | (—1.5000,0.2000) ps | (—1.0500,—1.6000) | ps | (—1.2500,—1.6000)
p7 | (—1.4500,—1.6000) || pg | (—0.5000,—1.1000) | pe | (—0.5000,—1.4000)
P1o | (—0.6000,0.2000) | p11 | (—0.7000,0.2000) | p12 | (—0.8000, 0.2000)
P13 | (—=0.9000,0.2000) || p14 | (—1.0000,0.2000) | p1s | (—1.1000,0.2000)
P16 | (—=1.2000,0.2000) || p17 | (—1.3000,0.2000) | p1s | (—1.4000,0.2000)
P1o | (—1.5000,—1.1000) || p2o | (—1.5000,—0.7000) | p21 | (—1.5000, —0.4000)
P22 | (—1.5000,—0.2000) | p23 | (—1.5000, —0.1000) | p2a | (—1.5000, 0.0000)
P25 | (—1.5000,0.0500) | p2e | (—1.5000,0.0900) | p2r | (—1.5000,0.1300)
p2sg | (—1.5000,0.1600) P29 | (—1.5000,0.1800)
P17 P15 P13 P11

pgspp4 P18 P16 P14 P12 P10 D3

baop]

P24
Kos -~ D23

P19

D1

P8

P9

S 9

or

D2
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2. Polyeder Ky 3: Punktmenge P und induzierte Triangulierungen Dy, ,, D-:

p1 | (—1.5000,—0.5000) || p2 | (3.5000,2.0000) p3 | (3.0000,3.0000)
pa | (—2.0000,0.5000) | ps | (—1.2500,—0.3750) || pe | (—1.0000,—0.2500)
p7 | (—0.7500, —0.1250) || ps | (—0.5000,0.0000) | po | (—0.2500,0.1250)
P10 | (0.2500,0.3750) P11 | (0.7500,0.6250) P12 | (1.0000,0.7500)
P13 | (1.2500,0.8750) P14 | (1.7500,1.1250) P15 | (2.2500,1.3750)
P16 | (2.7500,1.6250) P17 | (3.2500,1.8750) P1s | (3.2500,2.5000)
p1o | (2.7500,2.8750) P20 | (2.5000,2.7500) P21 | (2.2500,2.6250)
P22 | (2.0000,2.5000) P23 | (1.7500,2.3750) P24 | (1.5000,2.2500)
pas | (1.2500,2.1250) P26 | (1.0000,2.0000) P27 | (0.7500, 1.8750)
p2s | (0.5000,1.7500) P2o | (0.2500,1.6250) P30 | (0.0000,1.5000)
P31 | (—=0.2500,1.3750) || paz | (—0.5000,1.2500) | p33 | (—0.7500, 1.1250)
P34 | (—1.0000,1.0000) | pas | (—1.2500,0.8750) | pse | (—1.5000,0.7500)
P37 | (—1.7500,0.6250) || pas | (—1.9750,0.4500) | p3o | (—1.9500,0.4000)
Pao | (—1.9000,0.3000) | paj | (—1.8500,0.2000) | paz | (—1.8000,0.1000)
pas | (—1.7500,0.0000) | paa | (—1.7000, —0.1000) || pas | (—1.6000, —0.3000)




5.2. BEISPIEL 2

57

3. Polyeder K;;: Punktmenge P und induzierte Triangulierungen Dy, ,, Di-:

p1 | (—1.0000, —1.5000) || p2 | (2.2500,—0.2000) | p3 | (1.8500,0.8000)

pa | (—1.4000, —0.5000) || ps | (—0.8375,—1.4350) || pe | (—0.6750,—1.3700)
p7 | (—0.5125,—1.3050) || ps | (—0.3500, —1.2400) || po | (—0.1875,—1.1750)
P10 | (—0.0250, —1.1100) || p11 | (0.3000,—0.9800) | p12 | (0.6250,—0.8500)
P13 | (0.9500,—0.7200) || p1a | (1.2750,—0.5900) | p1s | (1.4375,—0.5250)
P16 | (1.6000,—0.4600) | p17 | (1.7625,—0.3950) | p1s | (1.9250, —0.3300)
Pro | (2.0875,—0.2650) || pao | (2.0500,0.3000) P | (1.9500,0.5500)

P22 | (1.5250,0.6700) P23 | (1.2000,0.5400) P24 | (1.0375,0.4750)

P25 | (0.8750,0.4100) P26 | (0.5500,0.2800) P27 | (0.2250,0.1500)

P2s | (—0.1000,0.0200) || pao | (—0.4250,—0.1100) || p30 | (—0.5875,—0.1750)
P31 | (—0.7500, —0.2400) || paz | (—1.0750,—0.3700) || pa3 | (—1.3600, —0.6000)
Paa | (—1.3200, —0.7000) || pas | (—1.2800,—0.8000) || p3e | (—1.2400, —0.9000)
P37 | (—1.2000, —1.0000) || pas | (—1.1600, —1.1000) || p3e | (—1.1200,—1.2000)
Pao | (—1.0800, —1.3000) || pa7 | (—1.0400, —1.4000) || paz | (—1.0200, —1.4500)
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4. Polyeder K;3: Punktmenge P und induzierte Triangulierungen Dy, ;, Di-:

p1 | (1.2500,—0.2500) || p2 | (2.2500,—0.2500) || p3 | (2.2500,2.5000)
pa | (1.2500,2.5000) || ps | (1.4000,—0.2500) || pe | (1.6000, —0.2500)
p7 | (1.8000,—0.2500) || ps | (2.0000,—0.2500) || po | (2.1000,—0.2500)
P1o | (2.2500,0.2500) | p11 | (2.2500,0.5000) | p12 | (2.2500,1.0000)
P13 | (2.2500,1.2500) | p1a | (2.2500,1.5000) | p1s | (2.2500,1.7500)
P16 | (2.2500,2.0000) | p17 | (2.2500,2.2000) | p1s | (2.2500,2.3000)
Pro | (2.2500,2.4000) | pao | (1.5000,2.5000) | par | (2.0000,2.5000)
P22 | (1.2500,—0.1500) || paz | (1.2500,0.0000) || paa | (1.2500,0.1000)
p2s | (1.2500,0.3000) || pae | (1.2500,0.6000) || p27 | (1.2500,0.7500)
p2s | (1.2500,1.2500) || pao | (1.2500,2.0000)

Di P20 P21 D3
P19
p P18
p D17
P29 D16
p D15
DK1 3
p P14
D2s D13
p P12
D27
P26 ¢
p P11
P25 pP10
D244
P23¢
D22

————¢—0—0 ]2
P1 Ps Pe Pt PsP9

In allen vier Fallen konnen mittels des Algorithmus A.6 die Kontrahierbarkeits-
Bedingungen verifiziert, interne Beriithrpunkte ausgeschlossen und die Indizes be-

rechnet werden:

CH., (inv Ko 2)
CH, (iIlV K] )2)

e 112

.0,
0

. ey

0
0

)

)

)

0 , CH*(ll'lV Ko’g)
0, CH. (inv K1 3)

4. Existenz der Verbindungsorbits:

...,0,0,0,
...,0,0,0

e 112

) ) ) °

Nun vergleichen wir jeweils den Index der maximalen invarianten Menge der Polyeder
mit der direkten Summe der Indizes der jeweils beiden enthaltenen Gleichgewichts-

punkte. Es gilt

CH. (inv Ko »)
CH. (inv Ko 3)
CH*(inv K112)
CH* (iIlV K] 13)

ceey

e {12112 112

©c o oo
o oo

o OC OO

#...,0,2,7,0 = CH, (o) ® CH,(x2)
£ ...,0,Z,7,0 = CH,(0to) & CH,(3)
£...,0,0,Z,7 = CH,(0z) & CH, (o)
#+...,0,0,Z,7Z = CH,(a3) ® CH,(ot7)
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Mit der Summationseigenschaft (Korollar 1.2.6) folgt damit, dass jedes der Poly-
eder Ko, Kos, Ki2 und K;3; aufler den beiden Gleichgewichtspunkten noch eine
weitere isolierte invariante Menge enthalt. Wir beweisen nun, dass es sich jeweils um
einen heteroklinen Verbindungsorbit handelt.

Lemma 5.2.2 AT2
Es seien T

T ={xeR’:x;<x2}, a0
T, = X€R21X1 >X2}, oA "
To ::{XERZ:X1=X2}. 0‘2; T,

Wechselt ein Orbit von T_ nach T, so blewbt er in T, und umgekehrt. Genauer
gult:

Q3
Ty

(1) xeT_-mit o(x,t*) € T, t" >0 =  @(x,t) € T, fiur alle t > t*.

(2) xeT, mit o(x,t") eT t* >0 =  o(x,t) € T_ fir alle t > t*.

Bewers: BEs gilt fir x; = x3:

x1 >0 fir -1 <x; <2, (5.1)
x1 =0 fiir x; = —1 oder x; = 2, (5.2)
x1 <0 fiir x; < —1 oder x; > 2. (5.3)
Ferner haben wir
x2 >0 fir x € T_ mit x, >0, (5.4)
x2 <0 firx e T_mit x; <0, (5.5)
x2 <0 fir x € T, mit x, >0, (56)
x2 >0 fir x € T, mit x, < 0. (5.7)

Esseiennunx € T_, @(x,t*) € T, und y := @(x,1) € Tomit t € (0,t*). Wegen (1)-(3)
gilt dann —1 < y; < 2 und, mit (6) und (7) folgt, dass der Orbit in T, bleibt. Das
zeigt die Aussage (1).

Aussage (2) folgt ganz analog. O

Jetzt konnen wir beweisen, dass die K;; jeweils einen Verbindungsorbit enthalten.
Dadivf =4x;—4x; # 0 auf T_ und T, ist, enthalten nach dem Bendixson-Kriterium
weder T_ noch T, einen periodischen Orbit oder einen homoklinen Verbindungsorbit.
Wegen Lemma 5.2.2 gibt es damit auch keinen periodischen Orbit in T_UT,. Da aber
jedes K;; aufer den beiden Gleichgewichtspunkten eine weitere isolierte invariante
Menge enthalt, muss das jeweils ein Verbindungsorbit sein.
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5.3 Beispiel 3

Zu der Funktion V:R3 — R3, x — x, — X3 + XoX3 — x%xz + X$X3 betrachten wir das
Gradientensystem:

2x1(x3 — x2)
x =f(x) = VV(x) = T+x3—x?
—1+x+ X%

Wie iiblich bezeichnen wir mit ¢(x,t) den zugehorigen Fluss. Offenbar gibt es genau
drei Gleichgewichtspunkte:

OCO:(_1>O)O)) 0(]:(1,0,0), “2:(0)])_1)'
Wir zeigen die folgende Aussage:

Aussage 5.3.1 8
Fiir den Fluss @(x,t) gult:

(1) Es gibt Verbindungsorbits ay ~~ &
und &g ~> &3.

(2) Zwischen xy und «; gibt es keinen
Verbindungsorbit.

Zum Nachweis der Aussage gehen wir in den folgenden Schritten vor:

1. Bestimmung von CH, (o), CH.(o;) und CH,(x>).

2. Bestimmung von CH,(inv Ky ;) fiir ein Polyeder Ky, das &o und «; enthalt,
nicht aber «;.

3. Anwendung des Algorithmus zur Bestimmung von CH,(inv Ky ;) fiir ein Po-
lyeder Ko7, das xp, &1, x, enthalt.

4. Nachweis der Existenz von &y ~» o« und o; ~» «, durch Anwendung der
Summationseigenschaft auf die berechneten Indizes.

1. Bestimmung von CH,(ay), CH,(o;) und CH,(x;):
Die Indizes der Gleichgewichtspunkte konnen wir mit Satz 1.2.4 bestimmen. Dazu
berechnen wir Df(x):

Z(Xg—Xz) —ZX] 2X1

Df(x) = —2x%4 0 1 und damit
2X1 1 0
0 2 =2 0o -2 2 —4 0 0
Df(Oéo) = 2 0 1 ,Df(OL]) = -2 0 1 ,Df(OQ) = 0 01
-2 1 0 2 1 0 0 10

Die drei Gleichgewichtspunkte sind also hyperbolisch und die Dimensionen der insta-

bilen Mannigfaltigkeiten von o, &7 und «; sind 2, 2 und 1, respektive. Mit Satz 1.2.4
folgt fiir die Indizes:

CH.(xo) =...,0,7Z,0,0, CH.(e;)=...,0,Z,0,0, CH.(et2) =...,0,0,Z,0.
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2. Bestimmung von CH, (invKg;):

Wir wahlen K, ; als das Polyeder mit den
acht Ecken (43/2,+1/2,+1/2). Offen-
bar enthélt Ky ; die Gleichgewichtspunk-
te op und o4, nicht jedoch «;. Die Ebe-
ne x; = 0 ist invariant, denn aus x; =0
folgt x1 = 0. Aus Zusammenhangsgriin-
den gibt es daher keinen Verbindungs-
orbit zwischen oy und «;. Da —V(x)
auf R3 eine Lyapunov-Funktion fiir x =
VV(x) ist, enthdlt Ky; auch keine ho-
moklinen oder periodische Orbits. Somit
ist inv Ko 1 = {&o, 1} und nach der Sum-
mationseigenschaft (Satz 1.2.5) gilt

CH*(inVKoj) = CH, (o) ® CH, (1) =...,0,(Z® Z),0,0.

3. Anwendung des Algorithmus zur Bestimmung von CH, (invKg;,):

Wir wahlen als Ky ;> das von den Hyper-
ebenen

HO = H(3/2> 61) = aﬁ{p0>p1>p2>p3})
Hy = H(3/2;—e1) = aff{p4, 5, Ps, P7},
Hy = H(1/2;e2) = aff{po, p1, P4, Ps},
H3 :=H(3/2;—e;) = aff{p2, p3, Ps, P7},
Hy = H(3/2;e3) = aff{po, p3, P4, P7},
Hs = H(1/2;—e3) = aff{p1,p2, P5, D6}
erzeugte Polyeder. Offenbar enthalt Ko ;2

die drei Gleichgewichtspunkte g, 1, ;.
Als P wahlen wir die Punktmenge wie am
Ende des Abschnitts (Seiten 65-68) ange-

geben.
Zur Anwendung des Algorithmus haben wir die Schrankenfunktionen (Lemma 3.3.1,

Lemma 3.3.3 und Lemma 4.3.1) zu bestimmen.
Es sei dazu F = (F;ng,...) € F(p), p € P mit ng = (ng,n2,n3)".

Bestimmung von Sy(F):
Wir erhalten
2(x3 —x2)ng — 2x1My + 2xM3
Df(x) g = —2x1mq +ng3
2xmq +n,

und setzen daher
2(x3 —x2)ny — 2x1n2 + 2xn3

So(F) := max —2xmy +ns
x€eclF
2X1T11 +n;
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Bestimmung von S,(F):

Es gilt
Z(Xg — Xz)TL] — 2X1TL2 + 2X1TL3 Z(Tlg — le) —2TL1 ZTL]
DVne(x) =D —2x1m +n3 = —2n, 0 0
2xmy + n, 2n, 0 0

Auf Grund der Wahl eines Polyeders mit achsenparallelen Kanten kommen fiir die
Normalenvektoren ng der sechs Seiten nur die sechs Vektoren +e;, i € {1,2,3} in
Frage. Ist ng = +e;, so bilden die jeweils beiden anderen Vektoren {e, e, e3} — {ei}
eine Orthonormalbasis (vq,Vv,) von aff F. Daher ist

2 2

C:=) > (DVne(x)vi,v)|

k=1 1=1

die Summe der Betrdge der Eintrage in DVng(x), die weder in der i-ten Spalte noch
in der i-ten Zeile sind. Wir lesen damit C = 0 fiir nf = +e;, dann C = 2 fiir nf = +te,
und C = 2 flir nf = +e3 ab. Mithin setzen wir S,(F) := 2jn, + nj/.

Bestimmung von S3(F):
Es gilt:
X1 = 2x1(x3 — x2) + 2x1(x3 — x2)
= 2x1(2(x3 — x2)* + 2x] — 2+ x2 — X3),

iz = 5(3 — ZX]X]

= —1+x2+ x5 — 4x}(x3 — x2),
X3 =%X2+ 2x1%

=1+ x3—xF+ 43 (x3 —x2).

Daraus erhalten wir mit u :=x3 — x>

123 —4—2u 2x(1 —4u) 2x(4u—1)
Dé(x,0) = 2%1(1 —4u) 1+ 4x3 —4x3
2x1(4u—1) —4x% 1+ 4X%

und weiter
(4u? +12xF — 4 — 2u)ng + 2% (1 —4u)n, + 27 (4u — 1)n;

D§(x,0)n, = 2x1(1 —4u)ng + (1 +4x3)n, — 4xing
2x1(4u — 1)ng —4xin, + (1 +4x3)n;

Fir S3(F) setzen wir somit

(4u? +12x5 — 4 — 2u)ng + 2x1(1 — 4u)n, + 2% (4u — 1)n3
S3(F) := max 21 (1 —4u)ng + (1 +4x3)n, — dxdn;
xeelt 2x1(4u — 1ng —4xin, + (1 +4x3)n3

Nun erhalten wir die Triangulierungen Dy, , , und D;-. In der Abbildung sind dabei
die sechs Seitenflachen von Ky ;, und die darauf eingeschrankten Triangulierungen
zu sehen (D~ jeweils schattiert).
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Seite F mit F C Hy und ng = e;:

Ps

Ppa3

p Pa2

P41

p P39

P38

P35
p1 P30 P31 P32 P33 P34 P36 P37 P2
pi7 p23
P16
Pp1s b P22
P14 P21
P13 P20
P12
P11 P19
P1o
Do P18
ps
3 ® b
bo P24 P25 P26 P27 P28 P29 p3
Seite F mit F C Hy und ng = —ey:
Pe6
Pe6 P68 P67 P65 P64 P63 P62 P61 Ps5
P54 P47
P46
P53 P45
P52 4 P44
P51 Pa3
P42
P50 P41
P40
P49 P39
Pas P38
z3 g ¢
p7 P60 P59 P58 P57 P56 P55 Pa
z2
Seite F mit F C Hy und ng = ey:
ps1 ps7r
P1 P80 Ps2 P83 Psa ps8s P86 Pss
pi7
P16
P1s
P14
pi13
P12 4
P11
P1o
Po ¢
P8
z3
Po  peo P71 p73 P74 P75 P76 P78
] P70 P72 pr7r P19

P4

63



64

Seite F mit F C H3z und ng = —e;:

P108 P106
Pe6 P1o7P105 P1oa P1o3 P1o2
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P101 P99
P100 P98 po

Y\

W

P20

p7 Po7 P96 P95 D93 P91 D90
- Poa  Po2

Seite F mit F C Hy; und nf = es:

P92 P94
P3 P89 Poo P91 P93 P95 P96

P89 p3

D244
D) \/b

Po peos P71 P73 P4 P75
2! P70 P72

Seite F mit F C Hs und ng = —ej:

P1o7 P1os
pe P108 P106 P1o4 P103 P1o2

pov7 D7
Peo
b D59
D58
P57
D56
P76 P78 Pa
p77r P79
P1o0

P101 P99P98 p2

Pe1 ¢

z2

pa7

h P36
P35

ps P88 P86 P85 P84 P83
zq ps7

P82 Pso
ps1

Y2

Der Algorithmus A.6 kann die Kontrahierbarkeits-Bedingungen verifizieren, interne
Beriihrpunkte ausschliefen und berechnet H,(Dy, ,,,Di-) =...,0,Z,0,0. Insgesamt
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haben wir jetzt
CH*(iIlV KO,],Z) = H*(DK0,1,2>DI—_) =... ,O, Z, O, 0.

4. Nachweis der Existenz von oy ~~ o; und o7 ~ oy

Wegen
CH*(iIlV KO,I,Z) =... ,O,Z,0,0 ?é ce ,0, (Z D Z),Z,O = CH*(IIIV KO,]) S5, CH*(OQ)

folgt mit der Summationseigenschaft (Korollar 1.2.6), dass inv Ko 1 » # inv Ko 1 & {002}
ist. Daher enthalt inv Ky ;, aufer inv Ko = {op, 1} und «, noch eine weitere inva-
riante Menge. Es muss sich dabei um einen Verbindungsorbit zwischen &, oder o
und o, handeln, weil —V(x) eine Lyapunov-Funktion fiir das System ist und es keine
weiteren Gleichgewichtspunkte gibt. Nun ist aber die Ebene x; = 0 eine Spiege-
lungsebene fiir den Fluss @(x,t) und damit gibt es jeweils zwischen & und «, sowie
zwischen o und o, einen Verbindungsorbit. Wegen —V(xo) = — V(1) =0 > —1 =
—V/(«,) verlaufen beide Orbits von oy bzw. o7 nach o,.

Wahl der Punktmenge P:

Po (—1.500,—0.500, —1.500) P1 (—1.500,—0.500, 0.500) P2 (—1.500, 1.500, 0.500)
P3 (—1.500, 1.500, —1.500) Pa (1.500, —0.500, —1.500) Ps (1.500, —0.500, 0.500)
Ps (1.500, 1.500, 0.500) p7 (1.500, 1.500, —1.500) Ps (—1.500, —0.500, —1.250)
Po (—1.500,—0.500, —1.000) Pio (—1.500,—0.500, —0.875) P11 (—1.500, —0.500, —0.750)
P12 (—1.500,—0.500, —0.625) P13 (—1.500,—0.500,—0.520) P14 (—1.500,—0.500, —0.250)
Pis (—1.500,—0.500, 0.000) Pis (—1.500,—0.500, 0.125) P17 (—1.500,—0.500, 0.250)
Pis (—1.500, 1.500, —1.000) Pio (—1.500, 1.500, —0.750) P20 (—1.500, 1.500, —0.500)
P21 (—1.500, 1.500, —0.250) P22 (—1.500, 1.500, 0.000) P23 (—1.500, 1.500, 0.250)
P24 (—1.500, —0.250, —1.500) P25 (—1.500, 0.000, —1.500) P26 (—1.500, 0.250, —1.500)
P27 (—1.500, 0.500, —1.500) P28 (—1.500, 0.750, —1.500) P29 (—1.500, 1.000, —1.500)
P30 (—1.500,—0.250, 0.500) P31 (—1.500, 0.000, 0.500) P32 (—1.500, 0.250, 0.500)
P33 (—1.500, 0.500, 0.500) P34 (—1.500, 0.750, 0.500) P35 (—1.500, 0.875,0.500)
P36 (—1.500, 1.000, 0.500) P37 (—1.500, 1.250, 0.500) P38 (1.500, —0.500, —1.250)
P39 (1.500,—0.500, —1.000) P40 (1.500,—0.500,—0.875) P41 (1.500, —0.500, —0.750)
P42 (1.500,—0.500, —0.625) P43 (1.500,—0.500,—0.520) P44 (1.500,—0.500,—0.250)
Pas (1.500,—0.500, 0.000) P46 (1.500,—0.500,0.125) P47 (1.500,—0.500, 0.250)
Pasg (1.500, 1.500, —1.250) P49 (1.500, 1.500, —1.000) P50 (1.500, 1.500, —0.750)
P51 (1.500, 1.500, —0.500) P52 (1.500, 1.500, —0.250) P53 (1.500, 1.500, 0.000)
P54 (1.500, 1.500, 0.250) P55 (1.500,—0.250, —1.500) P56 (1.500,0.000, —1.500)
P57 (1.500,0.250, —1.500) P58 (1.500,0.500, —1.500) P59 (1.500,0.750, —1.500)
P60 (1.500, 1.000, —1.500) P61 (1.500, —0.250, 0.500) P62 (1.500, 0.000, 0.500)
P63 (1.500,0.250, 0.500) Pe4 (1.500,0.500, 0.500) P65 (1.500,0.750, 0.500)
Ps6 (1.500,0.875, 0.500) P67 (1.500, 1.000, 0.500) Pes (1.500, 1.250, 0.500)
) (—1.350,—0.500, —1.500) P70 (—1.200,—0.500, —1.500) P71 (—1.100,—0.500, —1.500)
P72 (—1.000,—0.500, —1.500) P73 (—0.500,—0.500, —1.500) P74 (0.000, —0.500, —1.500)
P75 (0.500,—0.500,—1.500) P76 (1.000,—0.500,—1.500) P77 (1.100,—0.500, —1.500)
P78 (1.200,—0.500, —1.500) P79 (1.350,—0.500,—1.500) P30 (—1.200,—0.500, 0.500)
Psi (—1.100,—0.500, 0.500) Ps2 (—1.000,—0.500, 0.500) Ps3 (—0.500,—0.500, 0.500)
P84 (0.000, —0.500, 0.500) Pss (0.500, —0.500, 0.500) P86 (1.000,—0.500, 0.500)
P87 (1.100,—0.500, 0.500) Pss (1.200, —0.500, 0.500) P89 (—1.000, 1.500, —1.500)
Poo (—0.500, 1.500, —1.500) Po1 (—0.250, 1.500, —1.500) Po2 (—0.125,1.500, —1.500)
P93 (0.000, 1.500, —1.500) Po4 (0.125,1.500,—1.500) Pos (0.250, 1.500, —1.500)
Pos (0.500, 1.500, —1.500) Po7 (1.000, 1.500, —1.500) Pos (—1.350, 1.500, 0.500)
Poo (—1.200, 1.500, 0.500) P100 (—1.100, 1.500, 0.500) Pio1 (—1.000, 1.500, 0.500)
P102 (—0.500, 1.500, 0.500) P103 (0.000, 1.500, 0.500) P1o4 (0.500, 1.500, 0.500)
P10o5 (1.000, 1.500, 0.500) Pios (1.100, 1.500, 0.500) Pio7 (1.200, 1.500, 0.500)
P1os (1.350, 1.500, 0.500) Pioo | (—1.500,—0.300,—0.250) || p110 | (—1.500,—0.175,—0.125)
P11 (—1.500,—0.050, 0.000) P112 (—1.500, 0.075,0.125) P113 (—1.500, 0.200, 0.250)
P114 (—1.500, 0.325,0.375) pi1s | (—1.500,—0.250,—1.000) || p116 | (—1.500,—0.250,—1.250)
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P17 | (—1.500,0.000,—1.000) || p11s | (—1.500,0.250,—0.750) || p119 | (—1.500,0.500,—0.500)
Pi2o | (—1.500,0.750, —0.250) || P121 (—1.500, 1.000, 0.000) D122 (—1.500, 1.250, 0.250)
P123 | (—1.500,—0.300,—0.400) || 124 | (—1.500,—0.150,—0.250) || p125 | (—1.500,—0.050,—0.150)
P126 (—1.500,0.100, 0.000) P127 (—1.500,0.300, 0.200) P128 (—1.500, 0.500, 0.400)
P129 (—1.500,—0.250, 0.250) P130 (—1.500, 0.800, —0.800) p131 | (—1.500,—0.250,—0.750)
P132 | (—1.500,—0.135,—0.635) || 133 | (—1.500,0.000,—0.500) || p134 | (—1.500,0.130,—0.380)
P13s | (—1.500,0.250,—0.250) || p13e | (—1.500,0.375,—0.125) || p137 (=1.500, 0.500, 0.000)
P13s (—1.500, 0.625,0.125) P130 (—1.500, 0.750, 0.250) P40 (—1.500, 1.000, 0.250)
Pra1 | (—1.500,—0.338,—0.070) || P14z | (—1.500,—0.150,0.122) || p143 (—1.500,0.038,0.313)
Pras | (1.500,—0.300,—0.250) || p1as | (1.500,—0.175,—0.125) || P14e (1.500, —0.050, 0.000)
Pras (1.500, 0.075, 0.125) Pras (1.500, 0.200, 0.250) Prao (1.500, 0.325, 0.375)
Piso | (1.500,—0.250,—1.000) || 151 | (1.500,—0.250,—1.250) || p152 (1.500, 0.000, —1.000)
P1s3 (1.500, 0.250, —0.750) Prsa (1.500, 0.500, —0.500) Piss (1.500, 0.750, —0.250)
Pis6 (1.500, 1.000, 0.000) Pi57 (1.500, 1.250, 0.250) P158 (1.500, —0.300, —0.400)
P159 (1.500, —0.150, —0.250) P160 (1.500, —0.050, —0.150) P61 (1.500,0.100, 0.000)
Pi62 (1.500, 0.300, 0.200) P163 (1.500, 0.500, 0.400) Pi64 (1.500, —0.250, 0.250)
P165 (1.500, 0.800, —0.800) Pi66 (1.500, —0.250, —0.750) P167 (1.500,—0.135, —0.635)
Pres (1.500, 0.000, —0.500) Preo (1.500, 0.130, —0.380) P170 (1500, 0.250, —0.250)
P11 (1.500,0.375, —0.125) P172 (1.500, 0.500, 0.000) P173 (1.500,0.625,0.125)
Pi174 (1 .500,0.750,0.250) Pi175 (1 .500‘ ].000,0.250] Pi176 (1.500,—0.338, —0.070)
P177 (1.500, —0.150, 0.122) P17s (1.500,0.038,0.313) Pr7o (0.000, —0.500, 0.250)
Piso | (—1.100, —0.500,0.400) || p1s1 | (—1.000,—0.500,0.150) || p1s2 | (—0.850,—0.500,—0.100)
P1ss | (—0.750,—0.500,—0.200) || p1ss | (—0.650,—0.500,—0.360) || p1s5 | (—0.550,—0.500,—0.490)
pigs | (—0.450,—0.500,—0.600) || p1s7 | (—0.400,—0.500,—0.690) || p1gs | (—0.300,—0.500,—0.810)
P189 (0.000, —0.500, —0.850) P190 (0.300, —0.500, —0.810) P191 (0.400, —0.500, —0.690)
P192 (0.450, —0.500, —0.600) P193 (0.550, —0.500, —0.490) P194 (0.650, —0.500, —0.360)
P195 (0.750, —0.500, —0.200) P196 (0.850, —0.500, —0.100) P197 (1.000,—0.500, 0.150)
Pros (1.100, —0.500, 0.400) Proo | (—=1.250,—0.500,0.362) || P200 | (—1.200,—0.500,0.240)
Pao1 | (=1.100,—0.500,0.010) || P20z | (—1.000,—0.500,—0.200) || pz03 | (—0.900,—0.500,—0.390)
Paoa | (—0.850,—0.500, —0.478) || P205 | (—0.800,—0.500,—0.560) || Pz0s | (—0.750,—0.500,—0.638)
P20z | (—0.700,—0.500,—0.710) || P2os | (—0.600,—0.500, —0.840) || pz00 | (—0.500,—0.500, —0.950)
Pa1o | (—0.400,—0.500, —1.040) || 211 | (—0.200,—0.500, —1.160) || pz12 | (0.000,—0.500,—1.200)
Pa13 | (0.200,—0.500, —1.160) || 214 | (0.400,—0.500,—1.040) || pz15 | (0.500,—0.500,—0.950)
Pate | (0.600,—0.500,—0.840) || p21- | (0.700,—0.500,—0.710) || p21s | (0.750,—0.500,—0.638)
P219 (0.800, —0.500, —0.560) P220 (0.850, —0.500, —0.478) P221 (0.900, —0.500, —0.390)
P222 (1.000, —0.500, —0.200) P223 (1.100,—0.500, 0.010) P224 (1.200,—0.500, 0.240)
P225 (1.250,—0.500, 0.362) P226 (—1.300,—0.500, 0.090) Pp227 | (—1.200,—0.500,—0.190)
P228 | (—1.100,—0.500,—0.390) || p229 | (—1.000,—0.500,—0.600) || p230 | (—0.900,—0.500,—0.790)
P231 | (—0.800, —0.500, —0.960) || P232 | (—0.700,—0.500,—1.110) || p233 | (—0.500,—0.500,—1.350)
Paza | (0.500,—0.500,—1.350) || p235 | (0.700,—0.500,—1.110) || p236 | (0.800,—0.500,—0.960)
P23z | (0.900,—0.500,—0.790) || p2zs | (1.000,—0.500,—0.600) || pz30 | (1.100,—0.500,—0.390)
Paao | (1.200,—0.500, —0.190) || paas (1.300, —0.500, 0.090) Paaz | (—0.650, —0.500,0.170)
Paaz | (—0.500, —0.500, —0.150) || paaa | (—0.300,—0.500,—0.310) || pz45 | (0.000,—0.500,—0.450)
Pase | (0.300,—-0.500,—0.310) || p2az | (0.500,—0.500,—0.150) || paas (0.650, —0.500, 0.170)
P249 | (—0.750,—0.500,—0.438) || p250 | (—0.700,—0.500,—0.510) || p251 | (—0.600,—0.500, —0.660)
Pp252 | (—0.500,—0.500,—0.750) || p2s3 (0.500, —0.500, —0.750) P254 (0.600, —0.500, —0.660)
P255 (0.700, —0.500, —0.510) P256 (0.750, —0.500, —0.438) p2s57 | (—1.100,—0.500, —0.190)
Pp2sg | (—1.000,—0.500,—0.400) || p2s9 (1.000, —0.500, —0.400) P260 (1.100, —0.500, —0.190)
Pae1 | (0.200,—0.500,—1.250) || p2e2 | (—0.200,—0.500,—1.250) || pze3 | (—0.650,—0.500,—0.278)
Paea | (—0.550, —0.500, —0.398) || P2e5 | (—0.400,—0.500,—0.568) || Pzes | (—0.300,—0.500,—0.635)
Paer | (0.300,—0.500,—0.685) || p2es | (0.400,—0.500,—0.568) || pzso | (0.550,—0.500,—0.398)
Pazo | (0.650,—0.500, —0.278) || pa71 (—1.100, 1.500, 0.410) P27z (—0.900, 1.500, 0.010)
P27z | (—0.700,1.500, —0.310) || paza | (—0.500,1.500,—0.550) || pz75 | (—0.300,1.500,—0.710)
Paze | (—0.150,1.500, —0.790) || pa77 (0.150, 1.500, —0.790) Pa7s (0.300, 1.500, —0.710)
Pa7o (0.500, 1.500, —0.550) D250 (0.700, 1.500, —0.310) Pas1 (0.900, 1.500, 0.010)
P232 (1.100, 1.500, 0.410) P233 (—1.100, 1.500, 0.060) P234 (—0.900, 1.500, —0.400)
P235 (—0.700, 1.500, —0.660) P236 (—0.500, 1.500, —0.900) P237 (—0.300, 1.500, —1.060)
P238 (—0.150, 1.500, —1.140) P239 (0.150, 1.500, —1.140) P290 (0.300, 1.500, —1.060)
P291 (0.500, 1.500, —0.900) P292 (0.700, 1.500, —0.660) P293 (0.900, 1.500, —0.400)
Paoa (1.100, 1.500, 0.060) P95 (—1.100, 1.500, 0.210) Paoe | (—0.900, 1.500, —0.190)
Pao7r | (—0.700,1.500,—0.510) || pzos | (—0.500,1.500,—0.750) || pzoo | (—0.300,1.500,—0.910)
P300 (—0.150, ].500, —0.990) P301 (0.150‘ ].500, —0.990] P302 (0.300, 1 .500y —0.910)
P303 (0.500, 1.500, —0.750) P304 (0.700, 1.500, —0.510) P3os (0.900, 1.500, —0.190)
D306 (1.100, 1.500, 0.210) P307 (—1.300, 1.500, 0.250) P3os | (—1.100, 1.500, —0.190)
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Paoe | (—0.850,1.500,—0.450) || P30 | (—0.700,1.500,—0.910) || 311 | (—0.400,1.500,—1.050)
P312 | (—0.300,1.500,—1.310) || p313 | (—0.100,1.500,—1.390) || p314 (0.100, 1.500, —1.390)
P15 (0.300, 1.500, —1.310) P36 (0.400, 1.500, —1.050) P317 (0.700, 1.500, —0.910)
P318 (0.850, 1.500, —0.450) P319 (1.100, 1.500, —0.190) P320 (1.300, 1.500, 0.250)
P321 (—0.900, 1.500, 0.210) P322 (—0.700,1.500, —0.110) P323 (—0.500, 1.500, —0.350)
P324 (—0.300, 1.500, —0.510) P325 (—0.100, 1.500, —0.590) P326 (0.100, 1.500, —0.590)
P327 (0.300, 1.500, —0.510) D328 (0.500, 1.500, —0.350) P320 (0.700, 1.500, —0.110)
P330 (0.900, 1.500, 0.210) P33T (—0.700, 1.500, 0.090) P332 | (—0.500, 1.500, —0.150)
P333 | (—0.300,1.500,—0.310) || p334 | (—0.100,1.500,—0.390) || 335 {0.100, 1.500, —0.390)
Paze (0.300, 1.500, —0.310) D337 (0.500, 1.500, —0.150) P33s (0.700, 1.500, 0.090)
Paze | (—1.000,1.500,—0.590) || psao | (—0.900,1.500,—0.990) || P31 (0.900, 1.500, —0.990)
342 (1.000, 1.500, —0.590) P3a3 (0.000, 1.500, —1.250) P3aa (0.000, 1.500, —1.070)
P3as (0.000, 1.500, —0.890) P31 (0.000, 1.500, —0.690) P34z (0.000, 1.500, —0.510)
P348 (—0.675,1.500, —1.100) P349 (—0.475,1.500, —1.200) P350 (—0.950, 1.500, —0.740)
P351 (—1.100, 1.500, —0.340) P352 (—1.300, 1.500, 0.150) P353 (—1.250,1.500, —0.150)
P354 (0.675,1.500,—1.100) P355 (0.475,1.500, —1.200) P356 (0.950, 1.500, —0.740)
P3s7 (1.100, 1.500, —0.340) P3ss (1.300, 1.500, 0.150) P3so (1.250, 1.500, —0.150)
P3eo | (—1.100,—0.410,—1.500) || 361 | (—0.900,—0.010,—1.500) || p3e2 | (—0.700,0.310, —1.500)
P3es | (—0.500,0.550, —1.500) || p3ea | (—0.300,0.710,—1.500) || p3ze5 | (—0.150,0.790, —1.500)
P366 (0.150,0.790,—1.500) P367 (0.300,0.710,—1.500) P368 (0.500‘ 0.550,—1.500)
Pago (0.700,0.310, —1.500) P3zo | (0.900,—0.010,—1.500) || p371 | (1.100,—0.410,—1.500)
372 | (—1.100, —0.060, —1.500) || p373 | (—0.900,0.400,—1.500) || p374 | (—0.700,0.660,—1.500)
P375 | (—0.500,0.900,—1.500) || p37¢ | (—0.300,1.060,—1.500) || p377 | (—0.150,1.140,—1.500)
P378 (0.150,1.140, —1.500) P379 (0.300, 1.060, —1.500) P330 (0.500, 0.900, —1.500)
P3381 (0.700, 0.660, —1.500) P332 (0.900, 0.400, —1.500) P383 (1.100, —0.060, —1.500)
p3g4 | (—1.100,—0.210,—1.500) || Pp3ss (—0.900, 0.190, —1.500) P336 (—0.700,0.510, —1.500)
P387 (—0.500, 0.750, —1.500) P338 (—0.300,0.910, —1.500) P339 (—0.150,0.990, —1.500)
P390 (0.150, 0.990, —1.500) P3o1 (0.300, 0.910, —1.500) P392 (0.500, 0.750, —1.500)
P393 (0.700,0.510, —1.500) P304 (0.900, 0.190, —1.500) P3os | (1.100,—0.210, —1.500)
P3oe | (—1.300,—0.250, —1.500) || p3o7 | (—1.100,0.190,—1.500) || pzes | (—0.850,0.450, —1.500)
Pio0 | (—0.700,0.910,—1.500) || paco | (—0.400,1.050,—1.500) || pao1 | (—0.300,1.310,—1.500)
P4a02 (70.100, 14390,71 .500) P403 (0.100, 1.390,71 .500) P404 (0.300, 1.310,71.500]
Paos (0.400, 1.050, —1.500) Paoe (0.700,0.910, —1.500) Pao7 (0.850, 0.450, —1.500)
Paos (1.100, 0.190, —1.500) Paco | (1.300,—-0.250,—1.500) || paio | (—0.900,—0.210,—1.500)
P11 (—0.700,0.110, —1.500) Pai12 (—0.500, 0.350, —1.500) Pa13 (—0.300,0.510, —1.500)
Pa1a (—0.100, 0.590, —1.500) Pa1s (0.100, 0.5920, —1.500) Pale (0.300,0.510, —1.500)
Pa17 (0.500, 0.350, —1.500) Pa1g (0.700,0.110, —1.500) Pa1o (0.900,—0.210, —1.500)
Pa20 | (—0.700,—0.090,—1.500) || pa21 (—0.500, 0.150, —1.500) Pa22 (—0.300,0.310, —1.500)
Pazs | (—0.100,0.390, —1.500) || paza (0.100, 0.390, —1.500) Pazs (0.300,0.310, —1.500)
Paze (0.500, 0.150, —1.500) Pazz | (0.700,—0.090, —1.500) || pazs | (—1.000,0.590,—1.500)
Pazo | (—0.900,0.990, —1.500) || paszo (0.900, 0.990, —1.500) Pazi (1.000, 0.590, —1.500)
132 (0.000, 1.250, —1.500) Pazz (0.000, 1.070, —1.500) Paza (0.000, 0.890, —1.500)
Pazs (0.000, 0.690, —1.500) Paze (0.000,0.510, —1.500) Pazz | (—0.675,1.100, —1.500)
Pazs | (—0.475,1.200,—1.500) || pase | (—0.950,0.740,—1.500) || paao | (—1.100,0.340, —1.500)
Paa1 | (—1.300,—0.150, —1.500) || paaz | (—1.250,0.150,—1.500) || pas3 (0.675,1.100, —1.500)
Pass (0.475,1.200, —1.500) Pass (0.950, 0.740, —1.500) Pase (1.100, 0.340, —1.500)
Pasz (1.300, —0.150, —1.500) Pasg (1.250,0.150, —1.500) Paso (0.000, —0.250, 0.500)
Paso (—1.100, —0.400, 0.500) Pas1 (—1.000,—0.150, 0.500) Pas2 (—0.850,0.100, 0.500)
Pas3 (—0.750, 0.200, 0.500) Pasa (—0.650, 0.360, 0.500) Pass (—0.550, 0.490, 0.500)
Pase (—0.450, 0.600, 0.500) Pass (—0.400, 0.690, 0.500) Pass (—0.300, 0.810, 0.500)
Pas9 (0.000,0.850,0.500) Pa60 (0.300,0.8]0,0.500) P61 (0.400‘ 0.690,0.500]
Paca (0.450, 0.600, 0.500) Pacs (0.550, 0.490, 0.500) Paca (0.650, 0.360, 0.500)
Pacs (0.750, 0.200, 0.500) Pace (0.850, 0.100, 0.500) Pacr (1.000, —0.150, 0.500)
Pacs (1.100, —0.400, 0.500) Paco | (—1.250,—0.362,0.500) || pazo | (—1.200,—0.240,0.500)
Paz1 | (—1.100,—0.010,0.500) || pazz (—1.000, 0.200, 0.500) Pazs (—0.900, 0.390, 0.500)
Paza (—0.850,0.478,0.500) Pazs (—0.800, 0.560, 0.500) Pa7ze (—0.750, 0.638, 0.500)
Paz7 (—0.700,0.710, 0.500) Pa78 (—0.600, 0.840, 0.500) Paz9 (—0.500, 0.950, 0.500)
Pago (—0.400, 1.040, 0.500) Pagi (—0.200, 1.160, 0.500) Pag2 (0.000, 1.200, 0.500)
Pag3 (0.200, 1.160, 0.500) Paga (0.400, 1.040, 0.500) Pags (0.500, 0.950, 0.500)
Pase (0.600, 0.840, 0.500) Pagr (0.700,0.710, 0.500) Pass (0.750,0.638, 0.500)
Pago (0.800, 0.560, 0.500) P10 (0.850, 0.478, 0.500) Paol {0.900, 0.390, 0.500)
Paoa (1.000, 0.200, 0.500) Paos (1.100, —0.010, 0.500) Paoa (1.200, —0.240, 0.500)
Paos (1.250, —0.362, 0.500) Paos | (—1.300, —0.090,0.500) || paos (—1.200, 0.190, 0.500)
Paos (—1.100, 0.390, 0.500) Pago (—1.000, 0.600, 0.500) Psoo (—0.900, 0.790, 0.500)
Fortsetzung auf der nachsten Seite
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Pso1 | (—0.800,0.960,0.500) || P50z | (—0.700,1.110,0.500) || Psos | (—0.500, 1.350,0.500)
Psoa | (0.500,1.350,0.500) || psos | (0.700,1.110,0.500) || Psoe {0.800, 0.960, 0.500)
Psos | (0.900,0.790,0.500) || psos | (1.000,0.600,0.500) || Psoo (1.100, 0.390, 0.500)
Psio | (1.200,0.190,0.500) || ps11 | (1.300,—0.090,0.500) || ps12 | (—0.650,—0.170,0.500)
Ps13 | (—0.500,0.150,0.500) || ps14 | (—0.300,0.310,0.500) || 515 (0.000, 0.450, 0.500)
Ps1e | (0.300,0.310,0.500) || ps17 | (0.500,0.150,0.500) || ps1s | (0.650,—0.170,0.500)
Ps1e | (—0.750,0.438,0.500) || Ps20 | (—0.700,0.510,0.500) || ps21 | (—0.600,0.660,0.500)
Ps22 | (—0.500,0.750,0.500) || Ps23 | (0.500,0.750,0.500) || 524 {0.600, 0.660, 0.500)
Ps25 | (0.700,0.510,0.500) || Ps2e | (0.750,0.438,0.500) || psa- | (—1.100,0.190,0.500)
Ps2s | (—1.000,0.400,0.500) || ps20 | (1.000,0.400,0.500) || Ps30 {1.100, 0.190, 0.500)
Ps31 | (0.200,1.250,0.500) || Ps32 | (—0.200,1.250,0.500) || pss3 | (—0.650,0.278,0.500)
Ps34 | (—0.550,0.398,0.500) || Ps35 | (—0.400,0.568,0.500) || psse | (—0.300,0.685,0.500)
Ps37 | (0.300,0.685,0.500) || psss | (0.400,0.568,0.500) || Ps3o {0.550, 0.398, 0.500)

P540

(0.650,0.278,0.500)




Anhang A

Algorithmen zur Konstruktion
1solierender Blocke

In diesem Kapitel fassen wir die in den Kapiteln 3 und 4 beschriebene Vorgehens-
weise zur Konstruktion isolierender Blocke als Algorithmen zusammen. Samtliche
hier angegebenen Algorithmen wurden im Rahmen dieser Arbeit als Programm-
bibliothek fiir das Computeralgebrasystem Maple, [Ma03], implementiert (Umfang
ca. 2500 Zeilen). Dabei wurde zur Berechnung des Schnitts von Halbrdumen, der
Voronoi-Diagramme und der Delaunay-Komplexe auf das Programmpaket ghull von
Bradford Barber und Hannu Huhdanpaa zuriickgegriffen (siehe [BaHu03| und fiir die
dort verwendeten Algorithmen [BaDoHu96]).

Als erster Schritt ist ein Polyeder K, das von endlich vielen Halbrdumen H(K) =
{H*(byny)}, i € Ik erzeugt wird, vorzugeben. Danach ist eine endliche Menge P =
{p1,...,pxl), die den globalen Voraussetzungen (Definition 2.2.3) entspricht, zu wah-
len. Wir schranken uns hier auf konvexe Polyeder ein. Im Fall konkaver Polyeder
flihrt man zunachst eine Zerlegung in konvexe Polyeder durch und verwendet dann
die dargelegten Algorithmen.

Fiir ein x € R bezeichnen wir mit [x]| die kleinste ganze Zahl, die grofer als x ist,
und mit |x| die grofite ganze Zahl, die kleiner als x ist.

Als vorbereitender Schritt erfolgt die Bestimmung der Seiten F(p), mittels derer
anschlieffend die Kontrahierbarkeits-Bedingungen iiberpriift werden konnen:

Algorithmus A.1 (Bestimmung der (n — 1)-Seiten)
1: CALcULATE Faces(K, P) :=
2 {Vp,, ..., Vp.} & VoronoI(P)
3: for all p € P do

4 {vy,...,v,} & HALF(V,,K)

5: Fr (p) — ﬂ

6: for all H"(b;ny) € H(K) mit p € H(b;ny) do
T Fu « {ViIViE{Vh...,\)lp},ViEH(b,nH)}
8: INSERT(Fn, Frn1(p))

9: end for

10: end for

11: RETURN(Fn_1(p1),..., Fno1(Px))

69



70 ANHANG A. ALGORITHMEN

Dabei liefert VoroNoOI(P) die Menge der Polyeder V,, (Voronoi-Zellen). Diese werden
jeweils durch endlich viele Halbrdume {H].Jr 1, j € I, dargestellt:

Vo = [ H.

jELp,

Die Prozedur HALF(V,,, K) berechnet den Schnitt V,, N K der beiden Polyeder. Der
Riickgabewert ist die Menge der Ecken von V|, N K (vergleiche Definition C.1.3).
INSERT(A,B) erweitert schlieflich die Menge B um A.

Zur Komplexitdt: Bei Wahl eines geeigneten Algorithmus fiir VoronNoI(P) ist das
worst-case Laufzeitverhalten O(klogk) im R? und O(k/™1/21) im R™ n > 3, k die
Anzahl der Elemente in P. Wir verweisen dazu auf [Ed87, Korollar 13.6, S. 298].
Die Laufzeit von HALF ist bei Eingabe von Polyedern, die von 1 Halbraumen erzeugt
werden O(llogl + L0172y im R™ n > 2 (siehe [Ed87, Satz 8.11, S. 158]). Die
Gesamtanzahl der (n — 1)-Seiten aller V,, ist durch O(k™{2/m/2l}) gegeben, [Ed87,
Korollar 13.5, S. 297|. Damit ist die durchschnittliche Anzahl von (n — 1)-Seiten
pro V,, im R? konstant, im R™, n > 3, jedoch O(k/™/21=1) Die Anzahl der Halbriu-
me H(K) hdngt hingegen nicht von k ab, sondern ist durch die anfangliche Wahl des
Polyeders K gegeben und konstant. Fiir die Laufzeit der for-Schleife in den Zeilen 3-10
erhalten wir damit O(k) im R? und O(k/™?!) im R™, n > 3.

Die Gesamtlaufzeit zur Berechnung der Seiten F,, ;(pi) wird somit durch die Be-
rechnung der Voronoi-Zellen bestimmt. Wir erhalten insgesamt O(klogk) im R?
und O(kI™+D/21) im R™, n > 3.

Bemerkung:

e Durch Entwicklung spezieller Algorithmen zur Bestimmung eingeschrankter
Voronoi-Diagramme konnte vermutlich ein besseres Laufzeitverhalten erzielt
werden. Dies soll aber nicht Gegenstand dieser Arbeit sein. Wir verweisen dazu
auch auf die Schlussbemerkung in [EdSh97|, wo dieses offene Problem ebenfalls
angesprochen wird.

e Im R? berechnen wir mit diesem Algorithmus sdmtliche 1-Seiten F;(p) und
erhalten aus diesen unmittelbar die 0-Seiten (das sind die Ecken der 1-Seiten).

Im R3 erhalten wir zunichst nur die 2-Seiten, dargestellt durch ihre Ecken. Dar-
aus konnen deren 1-Seiten berechnet werden. Die 0-Seiten ergeben sich wieder
als Ecken der 1-Seiten.

Jetzt konnen die Kontrahierbarkeits-Bedingungen iiberpriift werden. Wir schranken
uns dazu auf die Dimensionen 2 und 3 ein.

In Algorithmus A.2 priift die Prozedur CONTRACTIBILITY CONDITION 1 2D(F)
bzw. CONTRACTIBILITY CONDITION 2 2D(F, F’) die Bedingung 1 bzw. 2 des Sat-
zes 3.3.4 in hochstens Ct vielen Punkten von F € F;(p) bzw. F,F' € F;(p). Hierbei
héngt Ct nicht von |P| ab, d.h. O(Cy) = O(1) begziiglich |P|. Kann die Bedingung
in einem Punkt verifiziert werden, so wird true zuriickgegeben. Ansonsten ist der
Riickgabewert false.

Der Algorithmus liefert natiirlich nur eine hinreichende Riickgabe: Da die Kontra-
hierbarkeits-Bedingungen 1 bzw. 2 in nur endlich vielen Punkten tiberpriift werden
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Algorithmus A.2 (Uberpriifen der Kontrahierbarkeits-Bedingungen, 2D)

1: (Boolean) Is CONTRACTIBILE 2D(P,F 1(p1),-..,Fn1(pPx)) =
2: for all p € P do

3: for all F € F(p) do

4: if CoNTRACTIBILITY CoONDITION 1 2D(F) = false then
5 RETURN(false)

6: end if

7. end for

8. for all F,F' € Fi(p),F #F do

0: if ConTrACTIBILITY CoONDITION 2 2D(F,F') = false then
10: RETURN(false)

11: end if

12:  end for

13: end for

14: RETURN(true)

(koénnen), liefern CONTRACTIBILITY CONDITION 1 2D(F) oder CONTRACTIBILI-
Ty ConDITION 2 2D(F, F’) unter Umstdnden false, obwohl die Bedingung 1
oder 2 des Satzes 3.3.4 erfiillt sind.

Zur Uberpriifung der Kontrahierbarkeit im R3:

Algorithmus A.3 (Uberpriifen der Kontrahierbarkeits-Bedingungen, 3D)

1: (Boolean) Is CONTRACTIBILE 3D(P) :=
2: for all p € P do

3:  for all F € F;(p) do

4 if CoNTRACTIBILITY CoONDITION 1 3D(F) = false then
5 RETURN(false)

6: end if

7. end for

8: if CONTRACTIBILITY CONDITION 2 3D(F;(p)) = false then
0: RETURN(false)

10:  end if

11: for all q € P, q#p do

12: if CoNTRACTIBILITY CONDITION 3 3D(F;(p),F2(q)) = false then
13 RETURN(false)

14: end if

15:  end for

16: end for

17. RETURN(true)

Wie im zwei-dimensionalen Fall priifen hier die Prozeduren CONTRACTIBILITY -
ConbpITION i 3D, 1i=1,2, 3, die entsprechenden Bedingungen 1, 2 und 3 des Sat-
zes 3.3.5, respektive, in endlich vielen Punkten nach. Ist die entsprechende Bedingung
in einem der Punkte erfiillt, so ist der Riickgabewert true und sonst false.

Die Behandlung interner Beriihrpunkte erfolgt in zwei Schritten: Zum einen wird
jedes (n — 1)-Simplex s € Dak daraufhin tiberpriift, ob die Existenz eines internen
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Algorithmus A.4 (Erkennung und Ausschluss interner Beriithrpunkte)

1: INTERNAL TANGENCIES(D) :=

2: Prp « @ {Menge der (n — 1)-Simplexe, die sicher einen internen Beriihrpunkt
enthalten.}

3: Pponr ¢ 0 {Menge der (n—1)-Simplexe, die sicher keinen internen Beriihrpunkt
enthalten. }

4: P; « @ {Menge der (n — 1)-Simplexe, bei denen nicht entschieden werden kann,
ob sie einen internen Beriihrpunkt enthalten oder nicht.}

5. for all (n — 1)-Simplexe s € Dyx do

6: if CONTAINS INTERNAL TANGENCY(s) = true then

7: INSERT(s, Prr)

8: else if ConTAINS NoO INTERNAL TANGENCY(S) = true then
9: INSERT(S, PponiT)

10: else

11: INSERT(s, P»)

12:  end if

13: end for

14: RETURN(Prr,ProntT,P?)

Beriihrpunkts mit Satz 4.3.3 garantiert werden kann. Zum anderen erfolgt ein Test
mittels Satz 4.3.2 auf den Ausschluss interner Beriihrpunkte.

Kann fiir ein (n — 1)-Simplex in Dy weder die Existenz noch der Ausschluss eines
internen Beriihrpunkts entschieden werden, so muss ein anderes P gewahlt werden.
Konnen durch Nachpriifen in endlich vielen Punkten die Bedingungen der Satze 4.3.3
und 4.3.2 verifiziert werden, so haben CONTAINS INTERNAL TANGENCY(s) und
CoNTAINS No INTERNAL TANGENCY(s), respektive, jeweils den Riickgabewert
true und ansonsten false.

Tritt ein interner Beriihrpunkt auf, so kann dieser im R? in gewissen Fillen mit
Satz 2.3.6 aufgelost werden. Dies fithrt auf den Algorithmus A.5

Hier liefert APPROXIMATE ZERO(s) eine Naherung x der Nullstelle von n4(x) auf s.
Mit @(x,t) bezeichnen wir eine Ndherungslésung von x = f(x), etwa vermoge eines
Runge-Kutta-Verfahrens.

Zusammenfassend erhalten wir im R? bzw. R3 den folgenden Algorithmus zur Berech-
nung des Conley-Index. Dabei ist im R? der Algorithmus IS CONTRACTIBILE 2D
und im R3 der Algorithmus Is CONTRACTIBILE 2D zu wihlen. Die Prozedur DE-
LAUNAY berechnet die eingeschrankten Delaunay-Triangulierungen von K, 0K und L.
Ausgehend von der Delaunay-Triangulierung D werden dabei nur die Simplexe in D
beriicksichtigt, fiir die der Schnitt der entsprechenden eingeschrankten Voronoi-Zellen
nicht leer ist.

Fir Algorithmen zur Berechnung der Homologie verweisen wir auf die Arbeiten
[KaMrS198|, [KalMiWa99|, [KaMiMr03| und das Programmpaket [ChomPO04].
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Algorithmus A.5 (Auflésung interner Beriihrpunkte)

1
2
3

10:
11:
12:

13
14

: RESOLVE INTERNAL TANGENCY 2D(Pip) =
: X ¢ APPROXIMATE ZERO(s)
: for t from h to hy.x by h do
if [@(x,t),9(X,t+h)]NOK # @ then
R« l[ox,t),p(x,t+h)]NoK
s ¢ 1-Simplex in Dy, das X enthalt.
B ¢« wie in Satz 2.3.6 definiert.
(N,L) « wie in Satz 2.3.6 definiert.
if se D~ aEdNﬁ ist kontrahierbar then
RETURN(N, L)
end if
end if
: end for

: RETURN((, 0)

Algorithmus A.6 (Bestimmung des Conley-Index)

10:

11:
12:
13:
14:
15:
16:

17

1
2
3
4:
5:
6
7
8
9

: CoNLEY INDEX(K, P) :=

: (Faaalp1), ..., Fonoalpr)) < Cancurate  Faces(K, P)

. if Is  CoNTRACTIBILE iD(P,Fn_1(p1),...,Fn_1(px)) = false then
,Die Kontrahierbarkeits-Bedingungen konnen nicht verifiziert werden.“
RETURN( Q)

. end if

: (Dx, Dok, D1-) « DeLAuNAY(K, P)

. (Pr7,PnontT,P7) ¢ INTERNAL TANGENCIES(D k)

. if P, = @ then

,Fur die Menge der Simplex P, kann nicht entschieden werden, ob sie einen
internen Beriihrpunkt enthalten oder nicht.“

RETURN( Q)
end if
if PIT = ﬂ then

RETURN(H. (D, D-))
end if

,Die folgenden Simplexe enthalten interne Beriihrpunkte: Pip.“
: RETURN( )
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Anhang B

Hilfsmittel aus der algebraischen
Topologie

In diesem Kapitel geben wir einige fiir uns wichtige Definitionen, Eigenschaften und
Satze aus der algebraischen Topologie an. Dabei sind vor allem die Homologietheorie
und die zu ihrer Berechnung niitzlichen Werkzeuge wie exakte Sequenzen oder das
Fiinferlemma von Bedeutung. Fiir eine ausfiihrliche Darstellung verweisen wir auf das
Textbuch ,,An Introduction to Algebraic Topology* von Joseph J. Rotman, [Ro98|.

B.1 Motivation

Zunachst wollen wir ohne die formale Sprache der algebraischen Topologie die Be-
deutung der Homologie ansatzweise verdeutlichen. Ein wesentliches Ziel der Homo-
logietheorie ist die

Beschreibung der Topologie eines Raumes G.

Im Falle des abgebildeten Gebiets G in der Ebene sind
fir die Topologie die vier Locher mafgeblich. Diese
konnen durch geschlossene Kurven in G erfasst werden
(etwa y; im Bild). Allerdings beschreiben viele dieser
Kurven dasselbe Loch (etwa y; und y;), so dass wir die
folgende Aquivalenzrelation einfiihren und die Aquiva-
lenzklassen mit y bezeichnen:

Y~y = dez:J fdz
Y 4

fir alle holomorphen Funktionen f: G — C. Damit werden die Locher durch die
Menge der Zykeln von G beschrieben:

Z(G) = {7 .y ist eine geschlossene Kurve in G }

Einige der geschlossenen Kurven sind jedoch trivial in dem Sinne, dass sie ein Gebiet,
das ganz in G liegt, beranden (etwa y3) und damit keine Information tiber die Locher
in G liefern. Diese Kurven sind also jeweils der Rand eines Gebiets, das ganz in G liegt,
weshalb die entsprechenden Zykel Rander (englisch: boundary) genannt werden:

B(G) = {7 : Y berandet ein Gebiet, das ganz in G liegt }
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Die Menge der nichttrivialen Zykel Z(G)—B(G), das sind alle Zykel ohne die Rander,
beschreibt damit die Topologie von G. Die erste Homologiegruppe H;(G) entspricht
in diesem Beispiel dieser Menge der nichttrivialen Zykel.

B.2 Simpliziale Homologietheorie

Zur rigorosen Definition der simplizialen Homologietheorie gehen wir wie folgt vor:

1. Triangulierung von G.
2. Gruppe C, der g-Ketten (Analogon zu den Kurven in G).

3. Definition der Zykel und Réander.

1. Triangulierung von G

Definition B.2.1 (Simplizialer Komplex)

Es sei {xo, ..., Xy} eine linear unabhingige Menge von Punkten im R". Die konvexe
Hiille der x; ist dann ein k-Simplex s mit Ecken verts := {xo,..., Xy} und Dimen-
ston dims = k.

Ein Simplex s’ mit verts’ C verts heifit Seite von s und im Fall verts’ C verts
eigentliche Seite.

Eine Menge K von Simplexen heifit simplizialer " ay vy
Komplez, falls

e sNs' flir s,s’ € K eine Seite von s und s’ ist,

e jede Seite von s € K auch in K enthalten ist.

Die Menge der Ecken von K ist die Menge der Ecken
aller Simplexe in K:

vert K := U verts.

seK

Die Dimension eines simplizialen Komplezes ist

dim K := maxdims.
seK

as

In der Abbildung ist
ein 2-dimensionaler
simplizialer Komplex K
skizziert. Er besteht aus
den 2-Simplexen sg

und s; mit ihren

Seiten ay,..., a4 und
den Ecken vert K =
{Vo, Ce ,V3}.

Der K zu Grunde liegende Raum ist [K|:= s fiir alle s € K.



B.2. SIMPLIZIALE HOMOLOGIETHEORIE 7

Definition B.2.2 (Orientierung von Simplexen)

Fiir ein k-Simplex mit Ecken {x, ..., %)} nennen wir eine lineare Ordnung auf den
Ecken, xo < ... < Xy, eine Orientierung. Das Simplex zusammen mit der Orientie-
rung bezeichnen wir als orientiertes Simplex s = [Xo,...,x]. Es bezeichne 7 =
eine Permutation von {0,...,k} und sig7 die Anzahl der Vertauschungen von 7.
Zwei Orientierungen xo < ... < Xy und X0 < ... < Xn(x) sind gleich, falls sig 7 ge-
rade ist. Dann sind auch die orientierten Simplexe [xXy, ..., Xk ] und [Xo), .-, Xx(x) ]
gleich. Ist sigm ungerade, so heifien [xo,...,xx] und [Xno),..., X~k | entgegenge-
setzt orientiert. Ein orientiertes k-Simplex s = [xq,...,Xx] tnduziert orientierte
Seiten (—1)Yxo,...,%4i,...,xi]. Dabei ist [xo,...,%Xy,...,%] die Seite von s mit
Ecken verts — {x;} und linearer Ordnung xo < ... < X{_1 < Xi;1 < Xk. Ferner be-
zeichnen wir mit —[yo,...,y1] das |-Simplex mit zu [yo,...,y;] entgegengesetzter
Orientierung.

Das Simplex s = [vg,V1,V2] ist entge-
gen des Uhrzeigersinns orientiert und
das Simplex —s = [vg,Vz, V7] ist im
Uhrzeigersinn orientiert. Die von s indu- U U
zierten Seiten sind [vq,Vv3], —[Vvo, V2] = r = \ r «—\
[v2,vo] und [vo,vq]. Die Orientierung ’ ' ’ '
wird durch Pfeile dargestellt.

Definition B.2.3 (Triangulierung)

Es sei G C R™. Ein simplizialer Komplex K zusammen mit einem Homdomorphis-
mus h: |[K| — G heift Triangulierung von G, falls h(|K|) = G gilt. O
2. Gruppe der g-Ketten

Definition und Satz B.2.4 (Kettenkomplex)
Fir einen k-dimensionalen simplizialen Komplex K definieren wir die von allen
orientierten q-Simplezen in K erzeugte abelsche Gruppe der g-Ketten

Cq:=Cq(K):= (s € K:s ist q-Stmplez), qec NU{0}.

Der Randoperator d4: C4, — Cq4_1 15t die lineare Fortsetzung von

q

(X0, .-, Xql = > (=)' %0, .o Xy Xq].

i=0
Damat st
C.(K) = (Cu(K),3,) = 0 23 O (K) 25 ... 25 Co(K) 250
ein Kettenkomplex, d.h. die C4 sind abelsche Gruppen, die 0, Homomorphismen
und es gult 040411 = 0.

Bewets: Durch eine kurze Rechnung kann gezeigt werden, dass C,(K) ein Ketten-
komplex ist. Wir verweisen auf [Ro98, Satz 4.6, S. 65| und [Ro98, Satz 7.11, S. 144].
O
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Bemerkung:

e Die Summe von Simplexen wird formal gebildet. Es ist etwa sy + sp 4+ so = 350
und sg+ S7— So = Sj.

e Da ein k-dimensionaler simplizialer Komplex fiir ¢ < 0 und q > k keine -
Simplexe besitzt, ist in diesen Féllen C, = (@) = 0. Dabei bezeichnet 0 die
triviale Gruppe, die nur aus dem neutralem Element O besteht.

e Der Homomorphismus 9, heift Randoperator, da [d,s| = 9|s| fiir ein s € K.

Beispiel B.2.1: Der abgebildete simpliziale Komplex K mit Loch hat die folgenden g-
Ketten:

Cq =0 fiir q > 3,
Cz = (so,81,52),

C] :<ao,...,a3>,
Co=<\)o,...,\25>.

Dabei bezeichnet (s, s1, s2) die abelsche Grup-
pe, die von sp, s; und s, erzeugt wird. In C,
sind etwa das neutrale Element 0 sowie —s,
und sg + 2s7 — 5s; enthalten.

Fiir den Randoperator 0, gilt beispielsweise

aZSO = ap+ a; + as,
616230 = a1ao+ a1a1 + 6108
=Vvi—Vo+Vvy—Vvi+vyg—vy=0.

3. Definition der Zykel und Rander

Den geschlossenen Kurven in der Motivation entsprechen nun die geschlossenen q-
Ketten. Eine g-Kette c ist genau dann geschlossen, wenn c € ker 9,. Damit definieren
wir die Gruppe der q-Zykeln als

Zg(K):=kerdq={ce Cq(K):d5c=0}.

Es ist ¢ € img 0441 genau dann, wenn es ein ¢’ € Cyy1(K) gibt, so dass ¢ = 9441¢’
ist, also ¢ der Rand einer Summe von (q + 1)-Simplexen ist. Wir definieren folglich
die Gruppe der g-Rénder als

B4(K) :=imgoq == {C € Cq(K) : 3¢’ € Cgy1(K) mit 9441¢" =¢ }

Weil jeder Rand eine geschlossene g-Kette bildet, ist imgd41 C kerd,. Die g-te
Homologiegruppe ist nun die Gruppe der nichttrivialen g-Zykeln:

Definition B.2.5 (Simpliziale Homologie)
Es seien G € R™ und K zusammen mit einem Homoéomorphismus h: |K| — G eine
Triangulierung von G. Dann ist die q-te stmpliziale Homologiegruppe von G

Z4(K) ker 04

Hq(G) := Hg(K) := Hq(C.(K)) = By(K)  imgdgy
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Die simpliziale Homologie von G ist die Folge der abelschen Gruppen Hq(K):
H.(G) :=...,Ha(G),H:(G), Ho(G) .

Es sei H C G. Ferner sei L ein Unterkomplex von K, der zusammen mit einem
Homoomorphismus eine Triangulierung von H bildet. Dann definieren wir die relative
Homologie von (G, H) als

Bemerkung:

e Die Faktorgruppe Z4(K)/B4(K) besteht aus allen Nebenklassen z+B4(K) fiir z €
Z4(K) und ist ebenfalls eine abelsche Gruppe.

e Der Quotientenkomplez C.(K)/C.(L) besteht aus den C4(K)/Cq4(L) und dem
Randoperator 04: C4(K)/Cq(L) — Cq1(K)/Cqa(L),c + C4(L) — 94(c) +
Cq,1 (L)

C*(K) Aty Ck(K) A B CO(K) o
=0— — ... — — 0.
C.(L) Cy(L) Co(L)
Anschaulich bedeutet dies fiir die Berechnung von Hy(K, L), dass alle Zykel, die
nicht in L liegen, nicht beriicksichtigt werden (vergleiche auch Beispiel B.2.3).

e Durch die Definition anderer Kettenkomplexe erhalt man analog zu der vo-
rigen Konstruktion entsprechend andere Homologietheorien. Damit lasst sich
die Homologie auch fiir eine grofiere Klasse als die der triangulierbaren Raume
definieren. Wir verweisen auf [Ro98, Kapitel 4 und 8.

Bewspiel B.2.2: Fiir den simplizialen Komplex K aus dem Beispiel B.2.1 erhalten
wir

img0dq1 =0 fiirq>2,

ker 04 =0 firq>2,
imgd, = (ao+a;+as) ®(az+az+ay) ® (az+ as+ ag),
ker 04 =(ao+a;+as) ®(az+az+ay) ® (as+ as + ag) ® (ag + as + as),
img 04 = <V1 —Vo> ©® <\)2 —V]> b <V3 —\)2> b <V4 —V3> S <V5 —\)4>,
5
kerao = @<Vi> .
i=0

Dabei bezeichnen wir fiir die abelschen Gruppen A und B mit A & B die direkte
Summe. Das ist das kartesische Produkt von A und B zusammen mit der kompo-
nentenweisen Addition:

A®B={(a,b):a€AbeB},
(ao, bo) + (ar,b1) = (ap + ar,bo + by) fiir ap, a; € A und by, by € B.
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Damit erhalten wir fiir die Homologie von K:

_ kerogq
B img aqH

Hi(K) = £20 = (ag+ a7+ a5) = Z, Ho(K) = 2280 =7,

—0 fiir q > 2,

Also ist H,(K) = ...,0,Z,7Z. Wie iiblich schreiben wir dabei A = B fiir zueinander
isomorphe Gruppen A und B. O

Beispiel zur relativen Homologie B.2.3: Bei der relativen Homologie von (K, L)
werden die Teile des Kettenkomplexes C4(K), die in Cq4(L) liegen, nicht gewertet
(Definition der relativen Homologie). Fiir den abgebildeten simplizialen Komplex K
relativ zu L = {v,} erhalten wir:

imgdqy1 =0 fiirq> 2,
ker 04 =0 firq>2,

9

imgd, =EPr),

i=1

ker 0, = @<Yi>)
imgd; = @(vﬁ
ker ao = @<Vi> .

i=1
Mit y; bezeichnen wir jeweils die abgebildeten Zykel. So ist yo = [vo, V2] + [v2,vi]+
[v1,Vo]. Man beachte, dass 01([vi,vo]) = vifiiri = 1,2, 3,9, denn es ist die Homologie
relativ zu L = {vo} zu berechnen. Daher sind alle Ecken im Bild von 0; enthalten.
Fiir die Homologie erhalten wir insgesamt H,(K,L) =...,0,0, (yo),0 =...,0,0,7Z,0.
O

B.3 Werkzeuge zur Berechnung der Homologiegrup-
pen

Exakte Sequenzen sind bei der Homologieberechnung oft niitzlich, falls bereits Teile
der Homologie bekannt sind.

Definition B.3.1 (Exakte Sequenz)

Eine Folge abelscher Gruppen (Gq) qez mit Homomorphismen 94: G4 — G4-1, q € Z
heiRt exakte Sequenz, falls imgd,1 = ker 04 fiir alle q € Z. O
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Bemerkung: Ist der Kettenkomplex C,(K) eines simplizialen Komplexes exakt, so
zeigt die Definition der Homologie sofort H,(K) =0, =... 20— 0—....

Satz B.3.2 (Exakte Sequenz eines Paares (X, A))

Es seten A C X C R™ sowie A und X triangulierbar. Dann gibt es eine exakte
Sequenz

0 — H.(A) =5 Ho(X) 25 HU(X,A) — 0 d.h.
S Hen G A) LAY 5 Hg(X) 25 H(OGA) 25 Hy 4 (A) — ..

mit den durch die Inklusionen i: A — X und p: (A, ) — (X, A) induzierten
Homomorphismen i, = (ix) und p. = (py).

Fiir den Beweis verweisen wir auf [Ro98, Satz 5.8, S. 96].
In diesem Kontext ist auch oft das so genannte Fiinferlemma niitzlich (verglei-
che [Ro98, Satz 5.10, S. 98]):

Lemma B.3.3 (Fiinferlemma)
Fir ein kommautatives Diagramm von Gruppen A; und B; sowie Homomorphis-
men fi: Ay — By,

Al Az A3z As As
fi fa f3 f4 fs
B; B, Bs B4 Bs

mat exakten Zeilen gilt:
Sind fq, 2, f4 und fs Isomorphismen, so ist auch f; ein Isomorphismus.
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B.4 Weitere Definitionen

Definition B.4.1 (Kontrahierbarkeit)
Eine Menge C C R" ist kontrahierbar, falls es eine stetige Abbildung h: C x[0,1] —
C gibt so, dass

h(x,0) =x und h(x,1)=xg

fiir alle x € C und ein festes xo € C gilt. O

Beispiel B.4.1: Die Einheitskreisscheibe ist kontrahierbar, denn h(x,t) := x(1—1)
ist offenbar eine geeignete Abbildung. Hingegen ist ein Kreisring nicht kontrahierbar.
Dazu verweisen wir auf [Ro98, S. 18ff.]. O

Definition B.4.2 (Homotopietyp)
Es seien X, Y C R™. Zwei stetige Abbildungen fy, f1: X — Y sind zueinander homotop,
fo ~ f;, falls es eine stetige Abbildung h: X x [0,1] — Y mit

h(x,0) =fo(x) und h(x,1) = fi(x)

fir jeweils alle x € X gibt.
Die beiden Raume X und Y haben denselben Homotopietyp, falls es eine Homoto-
preaquivalenz f: X — Y gibt. Das ist eine stetige Abbildung, zu der es ein g: Y — X
mit

gof~Idyx fog~Idy

gibt (Idx bzw. Idy ist die Identitdt auf X bzw. Y). O

Bemerkung: Sind X und Y zueinander homdomorph, so haben sie den selben Ho-
motopietyp. Begriindung: Jeder Homoomorphismus ist eine Homotopieaquivalenz.
Sehr niitzlich ist die Tatsache, dass Raume des selben Homotopietyps auch isomorphe
Homologien haben, [R0o98, Korollar 4.2.4, S. 79].



Anhang C

Hilfsmittel aus der algorithmischen

(Geometrie

Zur Triangulierung der Austrittsmenge L~ verwenden wir so genannte Delaunay-
Komplexe. Wir fiihren hier kurz in die Notation ein und geben die wesentlichen Satze
wieder. Ansonsten verweisen wir auf die Monographie ,,Algorithms in combinatorial

geometry* von Herbert Edelsbrunner, [Ed87].

C.1 Hyperebenen und Seiten von Polyedern

Definition C.1.1 (Hyperebenen, Halbrdume, affine und konvexe Hiille)

Ein Einheitsvektor ny € R™ und eine reelle Zahl b
definieren eine orientierte Hyperebene

H:=H(bjny):={xeR": (x,ny) +b =0}
und positive bzw. negative Halbraume

Hf(b;ny) ={xeR™: (x,ny)+b>0"},
H (bjny) ={xeR": (x,ny) +b <0

Die affine Htlle aff(F) einer Menge F C R™ ist der
kleinste affine Unterraum im R™, der F enthalt.

Die konvexe Hiille einer endlichen Menge P C R™ ist

ngH H

HT

convP::{ZApp:ZAp:LOg?\pg 1 fiir allep € P}

peP peP

83
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Definition C.1.2 (Polyeder)
Sind Hy, ..., Hy orientierte Hyperebenen, so ist der Schnitt der positiven Halbraume,

k
K:=[H{,
i=1

ein konvezes Polyeder, das von den Hyperebenen Hy,..., Hy erzeugt wird. Wir
schreiben dafiir auch H(K) ={H;,..., Hy}.
Sind Ky, ..., K| konvexe Polyeder mit disjunktem Inneren, so ist

ein Polyeder, das von den die konvexen Polyeder erzeugenden Hyperebenen erzeugt
wird. O

Definition C.1.3 (Seiten)

Die Punktmengen, die genau die Seiten eines Polyeders beschreiben, sind durch ihre
Lage bezliglich der definierenden Hyperebenen Hi, ..., Hy bestimmt: Fir 1 <1<k
und x € R™ ist

0 fiirxe Hi,
oi(x):=< + flir x € Hf —Hy,
— furx € H — Hi.
die Position von x bezuglich H; und
a(x) = (o (x), .., ow(x))
die Position von x beztuglich Hi, ..., Hy. Offensichtlich ist die Relation

X~y = a(x) = «(y)

eine Aquivalenzrelation. Die Aquivalenzklassen heifen Seiten von {H;,...,Hy). Eine
Seite F ist d-Seite, falls F in einem d-dimensionalen Unterraum des R™ liegt, nicht
aber in einem (d — 1)-dimensionalen Unterraum.

Ist F’ eine k-Seite und F eine (k — 1)-Seite mit F C clF/, so ist ngp der nach innen
zeigende Normalenvektor von F beziiglich F': Zu jedem x € F gibt es ein € > 0
mit x + (0, e)ngp C F.

Es sei K ein Polyeder, das von Hyperebenen H;,..., Hy erzeugt wird. Die Seiten
von K sind die Seiten von {Hy,..., Hy}, die in 0K liegen.
Die 0-Seiten von K heifen Ecken und werden mit vert K bezeichnet. O

Abbildung: Ein konvexes Poly-
eder (schraffiert), das von vier Hyperebe-
nen erzeugt wird. Fiir drei 2-Seiten ist
die Position angegeben. Beispiele fiir 1-
Seiten sind die Strecken zwischen py
und p; bzw. po und p, mit den Positio-
nen (+,+,+,0) bzw. (0,4, +,+). Die 0-
Seiten sind die Punkte po,p1,p2, p3 mit
den Positionen (0,4+,+,0), (+,+,0,0),
(0,0, +,+), (+,0,0,+), respektive.
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C.2 Delaunay-Komplexe und der Satz vom Nerv

Zur Triangulierung der Austrittsmenge konnen so genannte eingeschrankte Voronoi-
Diagramme und eingeschrankte Delaunay-Komplexe verwendet werden. Sie gehen in
dieser Form auf Edelsbrunner und Shah, [EdSh97], zuriick.

Definition C.2.1 (Voronoi-Diagramm)
Es sei P C R™ eine endliche Punktmenge. Dann heifft fiir ein p € P

Vp:=Vp(P)i={x€R": [x —p| < [x —p'[ fiir alle p’ € P }
Voronoi-Zelle und die Menge aller Zellen ist das Voronoi-Diagramm zu P:
V(P) := {Vp:p € P}.
Fiir eine kompakte Menge C C R™ heifit

Vp’C = Vp NC
die auf C eingeschrankte Voronoi-Zelle und Vc(P) = {Vp,c 'p € P} das auf C
eingeschrankte Voronoi-Diagramm. O

D¢

Abbildung C.1: Links ist ein Voronoi-Diagramm fiir ein P mit 12 Punkten abgebildet.
In der Mitte ist das Voronoi-Diagramm auf eine zweifach zusammenhangende Menge
eingeschrankt. Rechts ist der entsprechende Delaunay-Komplex abgebildet.

Bemerkung: Jede Voronoi-Zelle V,, ist ein konvexes Polyeder: Sie besteht aus dem
Schnitt M H;p,, p’ € P—{p}. Dabei ist H,, ,» die Hyperebene, die von p und p’ iiberall
den selben Abstand hat, mit p € HJ ..

Definition C.2.2 (Delaunay-Eigenschaft und Delaunay-Komplex)
BEs sei C C R™ kompakt und P C R™ endlich.
Dann hat P die Delaunay-Eigenschaft, falls gilt:

n + 2 Punkte aus P liegen auf einer (n — 1)-Sphire 0B, =— intB, NP # .
Hat P die Delaunay-Eigenschaft, so ist
D(P):={[Q:QCP [V, # 8}
peQ
der Delaunay-Komplex zu P und
Dc(P):=={IQI:QCP () Voc#8}
peQ

der auf C eingeschrankte Delaunay-Komplex zu P. O
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Lagen n + 2 Punkte auf einer (n — 1)-Sphare, so
enthielte D(P) auch Mengen [Q ], die nicht linear
unabhangig waren. In der Abbildung rechts be-
steht P = {po,p1,P2,Pp3} aus den Eckpunkten ei-
nes Quadrats. Die Delaunay-Eigenschaft ist damit
nicht erfiillt und es wére [po,p1,pP2,P3] € D(P).
Da eine (n—1)-Sphére jedoch Maf Null im R™ hat,
kann jede Punktmenge P durch eine beliebig kleine
Storung zu einer Punktmenge P verandert werden,
die die Delaunay-Eigenschaft hat (vergleiche Ab-
bildung rechts unten sowie [EdSh97, Abschnitt 3]
und [EdMu90]).

Bereits 1928 fiihrte Alexandroff in [Al128] den Begriff des Nervs einer Uberdeckung
ein, um simpliziale Komplexe zu konstruieren. Wir verweisen auch auf [R098, S. 154]
und [EdSh97, Abschnitt 2].

Definition C.2.3 (Uberdeckung und Nerv)
Es seien C C R™ kompakt und ¥/ eine endliche, abgeschlossene Uberdeckung von C,
d.h.

(1) U ist endlich,

(2) jedes U € U ist abgeschlossen und

(3) c=(Ju.

Ueld

Der Nerv von U ist

nerveld ;== { W C U : ﬂ W£g}.

wew

Ein simplizialer Komplex K ist eine geometrische Realisierung von nerveld, falls es
eine Bijektion t: nervel/ — K mit W € nerveld < (W) € K gibt. O

Proposition C.2.4
Es seiten P C R™ endlich, C C R™ kompakt und V¢ := {Vp‘c :peP } Dann gilt:

(1) Vc ist eine endliche, abgeschlossene Uberdeckung von C.

(2) Der Delaunay-Komplex Dc ist ein simplizialer Komplex und eine geome-
trische Realisierung von nerve V.

Beweis: Aussage (1) priift man sofort an der Definition nach.
Zu Aussage (2): Es seien Q' C Q C P. Mit (.o Ve # @ ist dann wegen Q' C Q
erst recht ﬂpeQ, Vy.c # 0. Also ist mit [Q],[Q'] € D¢ auch [Q N Q'] € D¢ und fiir

jede Seite [Q] von [Q] gilt [Q] € Dec.
Mit der Bijektion t: Vo — Dc, tl{Vpy.c---) Vpr.cl) = [po,...,pr] erkennen wir
schliefflich D¢ als geometrische Realisierung von nerve Vc. 0
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Leray stelle 1945 in [Le45] folgenden Zusammenhang zwischen dem Nerv einer Uber-
deckung und der tiberdeckten Menge her (vergleiche auch [R098, S. 154] und [EdSh97,
Abschnitt 2]):

Satz C.2.5 (Satz vom Nerv)

Es sei C kompakt, U eine endliche, abgeschlossene Uberdeckung von C und K
etne geometrische Realisierung von nerveld. Ist

(| W fiir jedes W C U kontrahierbar oder leer,
wew

so gilt
H,(C) = H,(K).
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